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RACHUNEK PRAWDOPODOBIENSTWA A, LISTA ZADAN 3.

1. Jesli P(A | B) = P(AN B)/P(B) (zakladajac, ze wartos¢ w mianow-
niku nie jest réwna zero), pokaz, ze

P(ANBNC) = P(A)P(B|APC|ANB).

2. Niech A oznacza klase podzbioréw [0, 1] sktadajaca sie ze skoniczonych
sum przedzialéw roztacznych. Czy A jest cialem? Uzasadnij.

3. Niech € bedzie niepustym, przeliczalnym zbiorem. Niech F oznacza
klase wszystkich jego podzbioréw. Jesli p : © — [0,1] jest funkcja
taka, ze Y cqp(w) = 1, to pokaz, ze P(A) := Y cap(w), A C Q
definiuje miare probabilistyczna na (€, F).

4. (Klasyczny schemat Bernoulliego) Q = {0,1}", F = 29,

p(w) = P({w}) = plI(1 — p)n I,

dlape (0,1),weQoraz |w|=w1 4+ +wn, w=(wi,...,wy). Niech
A ={w:w; =¢},dlai=1,...,n, ¢; € {0,1}. Sprawdz , ze

P(AT'N...NA") = P(ATY)--- P(ASr),
dla dowolnego wyboru ciggu sukceséw i porazek c¢q, ..., ¢, € {0, 1}.

5. Niech 2 ={0,1}", oraz dla w € Q,

plw) = PuwiPuwywaPuwz,ws ™" Pwn_1,wn»

dla pewnych liczb pg,p1 € [0,1], po,1,p1,0,P1,1,P0,0 € [0,1]. Sprawdz,
ze jedlipo+p1 =1ipo1+poo=1po+pi1=1 10> corlw) =1

6. Na Q = {1,...,k}" i F = 29, zdefiniuj miare probabilistyczna inna
niz réwnomierne rozlozenie masy (tzn. 1/k"), tak, aby P(AN B) =
P(A)P(B), dla A = {w = (w1,...,wn) tw; € {1,...,k},w; = 1,i =
l,...,n} i B ={w = (w1,...,wn) : wi € {1,...,k}w, = k,i =
1,...,n}.

7. W schemacie Bernoulliego S, (w) := wi + -+ + wy. Wylicz rozklad
zmiennej n — Sy, tzn. P(n — S, = k), k=0,...,n.
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. Niech (X7,..., X,) beda prébami Bernoulliego w klasycznym schema-

cie Bernoulliego, tzn. X;(w) = w;. Niech prawdopodobienstwo sukcesu
p € (0,1) oraz S,, = Xj + -+ + X,,. Zaldézmy, ze 1 < n; < ny <n
sa liczbami naturalnymi, wtedy S,, — S,, ma taki sam rozklad jak
Sno—n, - Jaki?

. Niech (Xi,...,X,) beda prébami Bernoulliego z prawdopodobien-

stwem sukcesu p € (0,1) oraz S, = X7 + -+ + X,,. Sprawdz, ze
P(S,=k)>P(S,=k—-1) & k<(n+1)p
P(S,=k)=P(S,=k—-1) & k=(n+1peN

Niech (Xi,...,Xy) beda prébami Bernoulliego z prawdopodobiefi-
stwem sukcesu p € (0,1) oraz S, = X; +---+ X,. Dlam <k <n
naturalnych,
P(Sy, =j|S,=k)= (j)((n’“)j), j€{0,1,...,m}

k
Niech (Xji,...,X,) beda prébami Bernoulliego z prawdopodobien-
stwem sukcesu p € (0,1). Wylicz rozklad zmiennej X;Xo--- X, =
min{Xl, XQ, e ,Xn}

Niech (Xji,...,X,) beda prébami Bernoulliego z prawdopodobien-
stwem sukcesu p € (0,1). Wylicz rozklad zmiennej 1 — (1 — X3)(1 —
XZ) e (1 - Xn) = maX{XlaXQa B 7Xn}

Niech (p, : n = 1,2,...,5) bedzie ciagiem skoniczonym liczb, ktéry spel-
nia p, > 0 oraz p; + - -- + ps = 1. Znajdz przestrzen probabilistyczna
i zmienng X na niej tak, aby P(X =1i) =p;, i =1,...,5.

Niech S, bedzie o rozkladzie dwumianowym z parametrami n oraz p.
Jaka warto$¢ p maksymalizuje P(S,, = k) dla ustalonego n oraz k7

Z cyfr1,2,3,4,5 wybieramy jedna, nastepnie z pozostalych wybieramy
druga. Opisz €2 dla tego eksperymentu. Przyjmujac réwne prawdopo-
dobienstwa dla wszystkich elementéw €2, wylicz prawdopodobienstwo
zdarzenia, ze obie wybrane cyfry sa nieparzyste.

ZADANIA NADOBOWIAZKOWE
(+5) Robert i Alek rzucaja na zmiane rzutkami do celu. Alek rzuca
pierwszy. Alek trafia z prawdopodobienstwem 1/4, a Robert z praw-

dopodobienstwem 1/3. Wygrywa ten, kto pierwszy trafi do celu i gra
sie wtedy konczy.

e Zbuduj przestrzen probabilistyczna do tej gry.

e Jakie jest prawdopodobienstwo, ze Alek wygra?



17. (+5) Trzech graczy A, B, C rzucaja kolejno kostka do gry kolejno, w
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kolejnosci ABC. Gracz wypada z gry natychmiast, gdy wynik rzutu
jest 6.

a. Opisz przestrzen zdarzen elementarnych,

b. zatrzymujac gre w chwili, gdy 2 graczy wyrzuci 6, opisz przestrzen
zdarzen elementarnych takiej gry,

c. jakie jest prawdopodobienstwo, ze A jest drugim graczem , ktory
odpad1?

(+5) Rzucamy dwie kostki do gry. Jesli suma jest 7 lub 11, wygry-
wamy. Jesli jest 2 lub 3 lub 12 przegrywamy. Jesli jest inna liczba,
powiedzmy j, to rzucamy ponownie. Jedli suma w ponownym rzucie
jest j wygrywamy, jesli jest 7 przegrywamy. Jesli jest inng liczba, to
rzucamy ponownie czekajac na j lub 7, koniczac wygrang lub przegrana
odpowiednio.

e Opisz przestrzen zadarzen elementarnych takiej gry.

e Jakie jest prawdopodobienstwo wygranej?

(+7) Robimy test na wykrycie rzadkiej choroby, ktéra wystepuje 1
raz na 100000 w populacji. Test pokazuje, ze jeste$ chory w rzeczy-
wistym przypadku choroby z prawdopodobienstwem 0.95. Jedli nie je-
stes chory, test moze pokazaé, ze jeste$ chory z prawdopodobienstwem
0.005. Jesli test pokazuje, ze jestes chory, jakie jest prawdopodobien-
stwo, ze diagnoza jest stuszna?



