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RACHUNEK PRAWDOPODOBIENSTWA A, LISTA 4

1. Uzyj wzoru Bayesa, aby pokazaé, ze P(A | B) > P(A) wtedy i tylko wtedy, gdy
P(B | A°) < P(B | A). To znaczy warunkowanie wzgledem B zwieksza prawdopo-
dobienstwo A wtedy i tylko wtedy, gdy B ma wieksze prawdopodobienstwo, gdy A
zajdzie, niz gdy nie zajdzie.

2. Niech Aq,..., A, beda niezalezne. Pokaz, ze

PJ4) =1- [0 - P(ay).

(2

3. Niech (X1,...,X,) beda probami Bernoulliego z prawdopodobienstwem sukcesu p €
(0,1) oraz S, = X1+ -+ X,. Zalézmy, ze 1 < n; < ng < n sa liczbami naturalnymi,
wtedy Sh,, Sny — Snys Sn — Sn, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi. Uzasadnij.

4. Niech Y bedzie zmienng losowa o rozkladzie dwumianowym z parametrami n, p oraz
Z niezalezng od Y zmienng losowa o rozkladzie dwumianowym z parametrami m, p.
Wrylicz rozktad zmiennej Y + Z.

5. Jedli zdarzenia w warunku maja dodatnie prawdopodobienstwo, to
jesli B C A, to P(A|B) =1,
jesli A C B, to P(A|B) = P(A)/P(B),
jesli A i B sa rozlaczne to P(A|B) = 0.

6. Niech (92, F, P) bedzie (skonczona) przestrzenia probabilistyczna. Jesli X jest funk-
cja przeksztalcajaca € w zbiér A z wyrdzniong rodzina podzbiorow G tworzaca o-
cialo podzbioréw A, przy czym X spelia wlasnosé {w € Q : X(w) € G} € F o ile

tylko G € G, wtedy (sprawdz, ze ) przyporzadkowanie PX(G) := P(X € G) jest
prawdopodobienistwem na G (nazywanym rozkladem zmiennej X na (A, G)).

7. Rzucamy dwa razy, niezaleznie kostka. Niech X oraz Y oznaczaja odpowiednio liczby
uzyskanych oczek.
Znajdz rozklady prawdopodobienstwa zmiennych R =| X —Y | oraz S = X + Y.

8. Niech R, S beda z poprzedniego zadania. Znajdz rozklad taczny P(R =1i,5 = j) w
postaci tablicy liczb.

9. Dla trzech zdarzen A, B,C' prawdopodobienstwo A pod warunkiem B wzgledem
miary probabilistycznej P(:|C') jest réwne prawdopodobienstwu A pod warunkiem
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BN C wzgledem miary P, tzn. (zakladajac, ze zdarzenia wzgledem ktérych warun-
kujemy maja dodatnie prawdopodobiefistwa).

P(ANB|C
e = P(A| BNC)
Niech Q bedzie zbiorem wszystkich permutacji symboli 1234. Niech F = 29, p(w) =
1/24. Niech A; oznacza zadarzenie, ze symbol i znajduje sie na swoim naturalnym
miejscu (i =1,...,4). Wylicz P(A2 U A3).

Dla Q z poprzedniego zadania pokaz, ze A; N Ay N A§ C Ajf.

Rozmieszczamy 3 rézne kule w trzech ponumerowanych komérkach. Przyjmujemy
jednakowe prawdopodobienstwo dla wszystkich rozmieszczen. Niech A; bedzie zda-
rzeniem, ze w pierwszej urnie jest 1 kula i A9 niech bedzie zdarzeniem, ze w drugiej
urnie jest 1 kula. Policz P(A; U Ay).

Niech (X7, ..., X,) beda probami Bernoulliego z prawdopodobienstwem sukcesu p €
(0,1). Niech Uy, = 1, gdy > ity X; > k, dla k < n, poza tym U, = 0. Przedstaw
Us1,Us 2, Us 3 jako funkcje (wielomian) zmiennych X, Xo, X3.

Rzucamy moneta do chwili uzyskania 2 tych samych wynikéw. Kazdemu ciagowi dtu-
gosci n koficzacemu rzuty dajemy prawdopodobienstwo 1/(2771). Opisz (Q, F, P) dla
tego eksperymentu. Policz prawdopodobienstwo zdarzenia, ze eksperyment zakonczy
sie przed 6 rzutem.

Dla eksperymentu z poprzedniego zadania policz prawdopodobienstwo, ze zakonczy
sie¢ on w parzystej liczbie rzutow.

ZADANIA NADOBOWIAZKOWE

(+5) Niech {A; : i € I} bedzie przeliczalng kolekcja podzbioréw . Jesli dla dowol-
nych podzbioréw J C I oraz K C I o takiej samej liczebnosci, tzn. #(J) = #(K)
zachodzi

P (njeJ Aj) =P (ﬂkeK Ak)

to méwimy, ze zdarzenia {A; : i € I} sa wymienialne. Pokaz, ze wtedy
P (Ui A) = X5 (D) ()pw

gdzie py = P (njeJ Aj), przy #(J) = k.

(4+5) Schemat urnowy Polya. Urna zawiera ¢ czerwonych kul oraz b biatych. Wycia-
gamy losowo jedna i odnotowujac jej kolor wrzucamy do urny wraz z d dodatkowymi
kulami odnotowanego koloru. Powtarzamy taka procedure w kolejnych krokach. Ja-
kie jest prawdopodobienstwo, ze przy drugim losowaniu wyciagniemy kule czerwona?
Jakie jest prawdopodobienistwo, ze pierwsza wyciagnieta kula jest czerwona pod wa-
runkiem, ze w drugim losowaniu wyciagnieto kule czarwona?
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(+8) W populacji kobiet proporcja p tej populacji wykazuje patologiczne komorki
szyjki macicy. Testowanie polega na pobraniu prébki w celu wykrycia komoérek pa-
tologicznych. W przypadku, gdy patologiczne komérki sa obecne, probka ich nie za-
wiera z prawdopodobienstwem p. W prébce zawierajacej patologiczne komérki test
ich nie wykaze z prawdopodobienstwem v. W prébcee bez komérek patologicznych test
wykaze patologie z prawdopodobienstwem w. Wszystkie kroki w pobieraniu i klasyfi-
kowaniu prébek sa niezalezne. Badana jest losowo wybrana kobieta z populacji. Jakie
jest prawdopodobienistwo, ze test da bledny wynik? Jedli test wykazuje obecnoéé pa-
tologii, jakie jest prawdopodobienstwo, ze kobieta nie ma komérek patologicznych?
Wylicz wartosci tych prawdopodobienstw dla p = 1/10 oraz p = v = 7 = 1/10 oraz
dlap=1/2, p=1/10, v =7 = 1/100.

(+5) Rozwazmy nastepujace pytanie: Tomek ma jako rodzenstwo jedno dziecko.
Jakie jest prawdopodobienstwo, ze jest to siostra? Czy jest to dobrze okreslony pro-
blem? Jesli uwazasz, ze tak, to zapisz rozwigzanie i poréwnaj do nastepujacych
argumentow.

1. Sa trzy mozliwe uktady w rodzenstwie: dwie siostry, dwaj bracia, brat i siostra.
Dwie siostry wykluczamy, wiec szanse na dwa pozostalte sg 1/2.

2. Rodziny majace syna Tomka pojawiajg sie w réwnie prawdopodobnych konfigu-
racjach: Tomek i brat; brat i Tomek (w kolejnosci narodzin); Tomek i siostra; siostra
i Tomek. Konfiguracji z bratem jest tyle ile konfiguracji z siostra, wiec szansa na
siostre jest 1/2.

3. Sa cztery mozliwe przypadki rodzenstwa: brat i brat, brat i siostra, siostra i brat,
siostra i siostra. Ostatni uktad wykluczamy, stad sa dwa sprzyjajace uktady sposrod
3, szansa wiec wynosi 2/3.

4. Zakladajac, ze pleé¢ rodzenstwa jest niezalezna, jest szansa 1/2 na to, ze jest to
siostra.

7 punktu widzenia teorii prawdopodobienstwa, zagadnienie to nie prowadzi do jed-
noznacznego okreslenia przestrzeni probabilistycznej, mozna wtedy powiedzieé, ze
zagadnienie jest Zle okre$lone. W tym przypadku problem polega na tym, ze element
opisu, ktérym jest Tomek, jako element eksperymentu nie zostal doprecyzowany,
spos6b wyboru Tomka nie zostal okreslony.

Opisujac zagadnienie mozna je doprecyzowaé¢ na roézne sposoby, ktére sg dobrze
okredlone:

I. Kobieta ma 2 dzieci, ktore z jednakowym prawdopodobienstwem sg ustalonej
plci. Jednym z dzieci jest Tomek. Tutaj Q@ = {CD,DC,DD,CC}. Interesuje nas
A ={DC,CD}, przy warunku B = {CD,DC,CCY}. Stad P(A| B) =2/3.

II. Kobieta ma 2 dzieci, ktore z jednakowym prawdopodobienstwem sa ustalonej
plci. Jej pierwszy syn nazywa si¢ Tomek z prawdopodobienstwem p;. Jesli ma ona
2 synéw, oraz starszy nie nazywa sie Tomek, to drugi syn nazywa sie Tomek z
prawdopodobienstwem py. Przestrzen Q = {CC,CT,TC,TD,CD,DT,DC,DD}.
(C=chlopiec, D=dziewczyna, T=Tomek). Wtedy na przyktad P(CT) = (1—pi)p2/4.
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Wrylicz prawdopodobienstwo, ze Tomek ma siostre pod warunkiem, ze Tomek jest
w rodzinie. Sprawdz, ze szukane prawdopodobienstwo zawarte jest w przedziale
[1/2,2/3]. Znajdz warunki, aby szukane prawdopodobiefistwo byto réwne 1/2.

(+7) Problem Monty Halla. Bierzemy udzial w nastepujacym dziwnym konkursie.
Do wyboru mamy trzy drzwi do otwarcia. Za jednymi z nich jest drogi samochdd.
Za pozostalymi sa tanie kozy. Wybierasz pierwsze drzwi, po czym osoba prowadzaca
konkurs otwiera trzecie drzwi pokazujac za nimi koze. Po czym proponuje ponowna
mozliwo$¢ wyboru drzwi. Czy mozna policzy¢ prawdopodobienstwo, ze samochdd
jest za drugimi drzwiami?

Zwykle rozwiazujacy to zadanie stoja na stanowisku, ze istnieje jednoznaczne roz-
wiazanie, spory sa o wartos¢ prawdopodobienstwa, czy 1/2, czy tez 2/3. Jakie jest
Twoje stanowisko i rozwiazanie?

Jedli uwazasz, ze problem jest Zle postawiony, wyttumacz dlaczego.

(+5) Podaj przyklad przestrzeni probabilistycznej i na niej réznych zmiennych loso-
wych X, Y, ktére maja taki sam rozklad dwumianowy b(k,n,p).

(a) tak, aby byly one niezalezne

(b) tak, aby nie byly one niezalezne.



