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1. Niech X;, X5,... bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych przyjmujacych
wartosci 0 lub 1, o rozktadach P(X; = 1) = p = 1 — P(X; = 0), dla dowolnego
p € (0,1). Niech N = min{n € N : X,, = 1}. Pokaz, ze P(N = n) = p(1 — p)"~!
dlan = 1,2,3,... 1 ze jest to wlasciwy rozklad na liczbach naturalnych (rozktad
geometryczny).

2. Dla N z poprzedniego zadania pokaz, ze P(N > n) = (1 —p)".

3. Niech F(z) := P(N < ),z € R, dla N z poprzedniego zadania. Pokaz, ze

_ In(1—r)
Flr)y=|——2|, re(01
) [ln(l —p)w re.n
gdzie F~1(r) = min{n € Ny : F(n) > r} jest tak zwana funkcja kwantylowa.
4. Dla dowolnej zmiennej losowej T o wartosciach 1,2,3, ... okreslamy funkcje hazar-
dowg przez
P(T =n)

h(iny=P(T=n|T>n)= n e Ny.

P(T>n)’

Wrylicz funkcje hazardowa dla zmiennej N z poprzedniego zadania.
5. Dla N z zad. 1, wylicz rozklad P(N = k| X1 +---+ X, =1),k=1,...,n.

6. Niech X1, X»,... bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych przyjmujacych
wartosci 0 lub 1, o rozktadach P(X; = 1) = p = 1 — P(X; = 0), dla dowolnego
p € (0,1). Niech Y, = X1 +---+ X, oraz

Vi =min{n € N; : 'Y,, = k}.
Policz rozktad zmiennej V.

7. Policz rozklad zmiennej V5.

8. Niech Uy =Vy oraz U, =V, — Vi1, k= 2,3,.... Pokaz, ze Uy, U, ... sa niezalezne
i maja rozktad geometryczny na 1,2,....

9. Dla zmiennej losowej X oznaczmy przez fx(k) = P(X = k), k € D C N. Niech
kolejno zmienna Y oznacza : —X; X1 = max{0,X}; X~ = max{0,—-X}; | X |=
Xt + X5 sgnX = Iixz0yX/ | X |. Wylicz wzér na fy (k) jako funkcji od fx(k),
dlaYy =-X.
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Wylicz wzér na fy (k) jako funkcji od fx(k),dlaY =X~ iY = X+,
Wylicz wzor na fy (k) jako funkeji od fx(k), dlaY =| X [1Y = sgnX.

Niech X bedzie zmienng losowa taka, ze fx(k) =1/(2") dlak =1,...,2", n > 2.
Znajdz fxp(k) = P(X =k | X € B) dla B=[0,2""1].

Zréb wykres obu funkcji dla n = 3.
Znajdz fy i fy)p, dlay = X — 2"~ 1

Zrob wykres fy i fy|p dlan = 3.
ZADANIA NADOBOWIAZKOWE

(+5) Rzucamy symetryczng moneta. Ustalmy dowolny ustalony ciag wynikéw o usta-
lonej dtugosci r (dowolnie duzej). Pokaz, ze z prawdopodobienstwem 1 tak ustalony
uklad pojawi sie w trakcie powtarzanych rzutéw.

(+5) Zaktadajac, ze po dniu deszczowym nastepuje nastepny deszczowy z prawdopo-
dobienstwem 1/2, ale po slonecznym nastepuje stoneczny z prawdopodonienstwem
2/3, jaka jest (graniczna) czestotliwo$é dni slonecznych w tym malo wyszukanym
modelu zmian pogody?

e Zbuduj przestrzen probabilistyczng opisujaca ten model pogody i zmienne losowe
na tej przestrzeni opisujace stan pogody w kolejnych dniach, w skoficzonym hory-
zoncie czasowym n.

(+5) Podaj wzér na prawdopodobienstwo, ze w n-tym dniu jest dzieh stoneczny.
(+5) Podaj przyblizenie na to prawdopodobienstwo dla duzych wartosci n.

(+5) Jak wyniki poprzednich polecen zaleza od stanu pogody w pierwszym dniu?
Czy mozna przyjaé, ze pogoda w pierwszym dniu tez jest zmienng losowa?

(+4) Powtarzamy eksperyment o prawdopodobienstwie sukcesu p. Niech Ny oznacza
liczbe porazek poprzedzajacych pierwszy sukces. Pokaz wlasno$é braku pamieci tego
rozkladu tzn., ze

P(No>m+n| Nyg>m)=P(Ny>n)

dla m,n > 0.

(4+5) Pokdj ma 4 Sciany, sufit i podloge. Mucha przemieszcza sie siadajac na jednej z
tych powierzchni. Jedli startuje z sufitu lub podtogi, to z jednakowym prawdopodo-
biefistwem waraca na powierzchnie startu lub siada na jednej ze Scian. Jesli startuje
ze $ciany to z jednakowym prawdopodobienstwem siada na jednej z pozostalych
$cian lub na suficie lub na podlodze. Poczatkowo mucha siedzi na suficie. Niech Fj,
oznacza zdarzenie, ze po k przemieszczeniach mucha siedzi na podtodze. Ile wynosi
P(F}y)? Policz granice, gdy k — oo.
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(+5) Paradoks Galtona. Rzucamy trzy symetryczne monety jednym rzutem. Ponie-
waz przynajmniej 2 z nich spadna na te sama strone oraz jest szansa 1/2, ze pozostala
moneta jest ortem lub reszka, stad mozna wnosié, ze szansa na to, ze wszystkie trzy
spadna na te sama strone jest 1/2. Czy jest to dobry wynik? Jesli nie, ile wynosi
prawdopodobienstwo, ze wszystkie spadna na t¢ sama strone. Gdzie lezy ewentualny
btad w pierwszym rozumowaniu?

(+5) Paradoks Bertranda. Dane sa 3 pudetka. Jedno zawiera 2 czarne kule, drugie
zawiera 2 biale kule, pozostale zawiera jeda biala, jedna czarna kule. Wybieramy
losowo jedno z pudetek i wybieramy jedng kule nie patrzac na kolor wyranej kuli. Z
jednakowym prawdopodobienstwem wybrana kula jest czarna lub biala. Pozostata
kula jest z jednakowym prawdopodobienstwem 1/2 biala lub czarna. Stad szansa,
ze w wybranym pudeltku sa jednakowe kule jest 1/2. To rozumowanie jest bledne, a
prawidlowa odpowiedz jest 2/3. Zréb poprawne wyliczenia.



