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RACHUNEK PRAWDOPODOBIENSTWA A, LISTA 6

Urna zawiera n loséw ponumerowanych od 1 do n. Wybieramy losowo, kolejno r > 1
loséw z urny. Niech X oznacza najwiekszy wyciagniety numer na losie, gdy po kazdym
pojedynczym ciagnieniu losy sa zwracane do urny, oraz (drugie doSwiadczenie) Y niech
oznacza najwiekszy numer jesli losy nie sa zwracane.

1.

Opisz przestrzen probabilistyczna wersji ze zwracaniem i znajdz dystrybuante
Fx(z) =P(X <z), z€R.

. Opisz przestrzen probabilistyczna wersji bez zwracania i znajdz

Fy(z) == P(Y < z), x € R. (tutaj symbol P oznacza co innego niz w zadaniu
poprzednim).

Naszkicuj i poréwnaj wykresy dystrybuant (na R) dlan =5, r = 4.

Niech 2 = Qy x -+ x Q,, bedzie produktem kartezjanskim skonczonych zbioréw (2;.
Zalézmy, ze na kazdej €); zadane jest prawdopodobienstwo P;. Dla w € €, gdzie
w= (wi,...,wy), definiujemy

p(w) = P({w}) == Pi({wi}) - - Pa({wn})-

Uzasadnij, ze P definiuje miare probabilistyczna na (wszystkich) podzbiorach €.

. Niech Xi,...,X, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o warto$ciach w zbiorze

{0,1} takimi, ze P(X; = 1) = p, P(X; = 0) = 1 — p. Niech ¥; = X; + I3 (X;) — 1,
(Ia(z) oznacza indykator zbioru A). S, :=Y; +--- +Y,,n > 1. Pokaz, ze P(S, =
JjlSn—1 = 4,Sh—2 = Sp—2,...,51 = s1) = P(Sp, = j|Sn—1 = i) dla wszystkich
i, Sn—2,...,51 takich, ze P(S,—1 =1,S,-2 = Sp—2,...,51 = 1) > 0.

Grzes i Heniek graja rzucajac (symetryczna) moneta. Gdy wypada orzel Heniek wy-
grywa i otrzymuje 10 od Grzesia. W przypadku, gdy wypada reszka Grze$ wygrywa
10 od Henka. Grze$ rozpoczynajac gre ma 500, Heniek 250. Jakie jest prawdopodo-
bienstwo, ze Heniek straci wszystkie pieniadze w tej grze? Podaj wynik liczbowy.

c.d. Jedli zamiast rzuca¢ moneta, rzucaliby oni kostka, a wygrana Grzesia zacho-
dzitaby w przypadku wyrzucenia 5 lub 6. Jakie jest prawdopodobienstwo wygranej
Grzesia w takiej grze? Podaj wynik liczbowy.

Dla bladzenia losowego S, = Y1 + -+ Y, (Yn), gdzie Y,, € {1, -1} sa iid, P(Y,, =
1) =p € (0,1), niech I, = (Y;, +1)/2, R, = >_i*; I; oznacza ilo$¢ ruchéw w jednym
kierunku w bladzeniu losowym. Pokaz, ze S,, = 2R,, — n. Jaki ma rozktad zmienna
losowa Sy, a jaki zmienna R,,?



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

. Zréb wykres dystrybuanty zmiennej R, z poprzedniego zadania, dla n = 4.

c.d. Pokaz, ze

P(Soky1 #0, ..., 5%k 19n-1 # 0,529, =0[S1 #0,5 #0,...,5% 1 #0,5% =0) =
P(Soks1 #0,...,5%k19n-1 # 0, Sok12, = 0|Sox, = 0).

c.d. Pokaz, ze P(Sok+1 #0, ..., Sokton—1 7# 0, Sopt2n = 0|Sox = 0) = fon.

Rozwazmy gre, w ktorej wygrywamy 1 z prawdopodobienstwem p € (0, 1), przegry-
wamy 1 z prawdopodobienstwem ¢ = 1 — p. Zaczynamy majac 50 i konczymy majac
100 lub gdy stracimy wszystko. Jaka jest szansa wygranej w ruletke (konczymy po-
siadajac 100), gdzie p = 18/38.

Niech dla naturalnych liczb z,y € N, takich, ze y < x symbol N(,,) oznacza ilos¢
mozliwych $ciezek z punktu (0,0) do (z,y) o przyrostach réwnych 1 lub —1 w jednym
kroku. Policz ile jest takich sciezek.

Sprawdz, ze N(z—1y—1) = Ng—1y+1) = (U/) Nz y)-

Niech ug, = (27?)(1/2)2",% = 1,n > 1. Ze wzoru Stirlinga sprawdz, ze us, ~ \/%

(tutaj dla ciagéw ay, ~ by, gdy 7 oo 1).
NADOBOWIAZKOWE

(+5) Niech fon, = (2/(2n—1))(**})(1/2)*" oraz ua, = (27?)(1/2)2", ug = 1. Sprawdz,

n
7€ Ugp—2 — Uzp = fop oraz 1 — (fo+ -+ + fon) = ugp.

(+5)W prostym, symetrycznym btadzeniu losowym z P(Y,, = 1) = 1/2, Sy = 0,
wylicz (np. korzystajac z lematu z wykladu)

P(S1>0,...,S5%m-1>0,5, =0).

(+7) Na przestrzeni Q = {0,1}3, zdefiniuj P, inaczej niz
P({w}) = p*l( - p)y" -,

dlaw € Qoraz | w |[= w1 +ws +w3, w = (w1, ws, w3), tak, aby dla AL = {w : w; = ¢},
dlai=1,2,3, ¢; € {0,1}, zdarzenia Ail,AEQ, A§3, tworzyly ciag zaleznych zdarzen

dla dowolnego wyboru c1, ¢z, c3 € {0,1} oraz P(A})) = P(AZ) = P(A2).



