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RACHUNEK PRAWDOPODOBIEŃSTWA A, LISTA ZADAŃ 7

1. Zmienna losowa N ma rozkład Poissona, tzn. P (N = k) = e−λλk/k!, dla ustalonego
λ > 0, k = 0, 1, 2, . . .. Zmienna M ma rozkład P (M = k) = e−ββk/k!, β > 0,
k = 0, 1, 2, . . .. Zakładaj ↪ac, że M i N s ↪a niezależne, policz P (M +N = k).

2. Policz wartość
∑∞
k=0 kP (N = k).

(Wartość tej sumy nazywana jest wartością średnią rozkładu Poissona lub wartością
oczekiwaną tego rozkładu.)

3. Niech P (N = k) = p(1 − p)k, dla p ∈ (0, 1), k = 0, 1, 2, . . ., oraz P (M = k) =
p(1− p)k. Zakładaj ↪ac, że M i N s ↪a niezależne, policz P (M +N = k), k = 0, 1, 2, . . ..

4. c.d. Zinterpretuj zmienn ↪aM+N w terminach oczekiwania na sukces w niezależnych
próbach.

5. c.d. Policz
∑∞
k=0 kP (N = k).

6. Niech P (N = k) = 1/4 dla k = 1, . . . , 4, P (M = k) = 1/4, dla k = 1, . . . , 4.
Zakładaj ↪ac niezależność M , N , policz P (M +N = k).

7. Policz P (M −N = k).

8. Niech P (N = k) = 1/4(3/4)k, k = 0, 1, 2, . . .. Zdefiniujmy M = min(N, 5), K =
max(5, N), L = max(0, N − 5). Policz P (M = k), P (K = k), P (L = k), k =
0, 1, 2, . . .

9. c.d. Policz
∑∞
k=0 kP (M = k),

∑∞
k=0 kP (K = k),

∑∞
k=0 kP (L = k).

10. Niech Θ b ↪edzie zmienn ↪a P (Θ = 1) = P (Θ = 2) = 1/2. Zakładaj ↪ac, że P (N = k |
Θ = θ) = e−θθk/k!, θ = 1, 2, policz P (N = k) oraz

∑∞
k=0 kP (N = k).

11. Niech N będzie zmienną losową o wartościach naturalnych. Pokaż, że
∑∞
k=0 kP (N =

k) =
∑
k=0 P (N > k).

12. Niech X bedzie zmienną losową o wartościach nieujemnych o dystrybuancie FX
takiej, że istnieje pochodna F ′X = fX . Pokaż, że

∫∞
0 xfX(x)dx =

∫∞
0 (1− FX(x))dx.

13. Niech X bedzie zmienną losową o wartosciach rzeczywistych o dystrybuancie FX
takiej, że istnieje pochodna F ′X = fX . Pokaż, że

∫∞
−∞ xfX(x)dx =

∫∞
0 (1−FX(x))dx−∫ 0

−∞ FX(x)dx.



14. (+4) Niech N1, N2, . . . b ↪ed ↪a niezależnymi zmiennymi losowymi o rozkładach geo-
metrycznych (P (Ni = k) = p(1− p)k). Niech M b ↪edzie niezależn ↪a od nich zmienn ↪a
P (M = k) = (1−p)pk. Niech S = N1+N2+· · ·+NM . Policz P (S = k), k = 0, 1, 2, . . ..

15. c.d. Policz
∑∞
k=0 kP (S = k).

ZADANIA NADOBOWIĄZKOWE

16. (+5) Zmienna M ma rozkład P (M = k) = e−ββk/k!, k = 0, 1, 2, . . .. Zmienna
losowa N ma rozkład Poissona, P (N = k) = e−λλk/k!. Niech S1 = X1 + · · ·+XM ,
S2 = Y1 + · · ·+ YN . Zakładaj ↪ac niezależność M i N oraz ich niezależność od ci ↪agów
(Xi, i ­ 1) oraz (Yi, i ­ 1), które s ↪a niezależne od siebie i s ↪a iid o rozkładach
P (Xi = 1) = P (Xi = 0) = P (Yi = 1) = P (Yi = 0) = 1/2. Policz P (S1 + S2 = k).

17. (+6) Ze wzoru Stirlinga sprawdź, że

b(k, n, p) ∼ (
n

2kπ(n− k)
)1/2(

np

k
)k(

nq

n− k
)n−k

18. (+6) Pokaż oszacowanie | −12 log((1 + xkqh)(1 − xkph)) |¬ 3
4 | xk | h, gdy h |

xk | max(p, q) ¬ 1
2 , oraz h = (

√
npq)−1, xk = k−np√

npq , p = 1 − q, p ∈ (0, 1). Wsk.
Jakubowski-Sztencel str. 171.

19. (+5) Policz rozkład dla sumy k niezależnych składników o rozkładzie geometrycz-
nym.

20. (+6) Pokaż, że
∫∞
∞

1√
2π
e−x

2/2dx = 1.


