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RACHUNEK PRAWDOPODOBIENSTWA A, LISTA 9.

. Niech X bedzie zmienna losowa o rozkladzie jednostajnym na (0, 10), tzn. Fx(z) =

x/10, x € (0,10) (poza tym odpowiednio 01i1). Niech Y = (X —6)4 := max(0, X —6).
Policz EY .

. c¢.d. Policz VarX i VarY.

Niech X bedzie zmienna losowa o rozkladzie standardowym wykladniczym, tzn. Fx (z) =
1 —exp(—x), z € (0,00) (poza tym 0 ). Niech Y = (X —d)4 := max(0, X —d). Policz
EY.

c.d. Policz VarY.

. Czy istnieje zmienna losowa taka, ze EX = 3 i F(X?) = 8?7 Odpowiedz uzasadnij.

Niech dla zmiennej losowej X zachodzi P(X € {1,2,3}) = 1 oraz EX = 2.5. Jakie sa

mozliwe najwieksza i najmniejsza wartoéé¢ dla FE(X?)?

(Randomizacja w rozkladzie dwumianowym) Zal6zmy, ze parametr p w rozkladzie
dwumianowym jest losowy. Przyjmijmy, ze p ma rozklad jednostajny na (0, 1). Policz

dlak=0,...,n,
n Lo n—k
P(S=k)= |, /Op(l—p) dp.

Jaki jest to rozktad?

(Randomizacja w rozkladzie Poissona). Zalézmy, ze parametr A\ w rozkladzie Poissona
jest losowy o rozkladzie wyktadniczym z parametrem 1. Policz

0 )\k
P(N=k) = / e M e M.
0 k!

dla k£ =0,1,.... Jaki jest to rozktad?

Jesli X1,...,X, sa niezalezne, o jednakowym rozkladzie o dystrybuancie Fx(t) =
1—e ¥, £ >0, (zero poza tym). Wylicz E(min{X, ..., X5}),

c.d. Wylicz E(max{Xi,...,X5}).

Niech X,Y beda niezalezne. Zalézmy, ze Y ma rozklad jednostajny na [0,1], X ma
gesto$¢ fx = F'. Pokaz, ze X +Y ma gesto$¢ fxyy = Fy_y dang wzorem fyy(x) =
Fx(x) — Fy(x —1).

Podaj prosty przyklad przestrzeni (€2, F), miar probabilistycznych na niej, P;, P» oraz
zmiennej losowej X tak, aby warto$¢ oczekiwana X wzgledem P; byla rézna od wartosci
oczekiwanej wzgledem Ps.

Dla pary gestosci f, g rozktadow pewnych dodatnich zmiennych losowych X, Y, okre-
slamy dzialanie splotu przez f * g(t) = f(f f(t —z)g(x)dz. Sprawdz, ze fxg=gx f.
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c.d. Dla pary gestoéci f, g rozkladéw pewnych dodatnich zmiennych losowych XY,
jesli X, Y sg niezalezne, to pokaz, ze dystrybuanta sumy X +Y ma gestos¢ Fiy_ (&) =
fxg(t).

Jedli Xy, Xo,...,Xn, n > 1 sa zmiennymi niezaleznymi o jednakowych rozkladach
wyktadniczych , Fx(t) = 1 —exp(—z), x > 0, to pokaz, ze gestos¢ fx,+.+x,(x) =
Fy o ox, (x)= % exp(—z), = >0.

NADOBOWIAZKOWE

(+5) Gestoéé g(z) = N\z"1((n — 1)!)~le™* nazywamy gestoécia gamma z parame-
trami n € N,\ > 0 (rozklad o tej gestosci oznaczamy gamma(n, \)). Uzasadnij, ze
jesli X ~ gamma(n, ), Y ~ gamma(m,\) oraz X,Y sa niezalezne, to X +Y ~
gamma(m +n,\) (X ~ ... oznacza, ze X ma rozklad ...).

(4+5) Gestosé gox(z) = A2 1T (a) ~te ™ nazywamy gestoscia gamma z parametrami
a >0, A\> 0, (rozklad o tej gestosci oznaczamy gamma(a, \)), gdzie

Pokaz, ze
gal,)\ * gaz,)\ = ga1+a2,)\-

(+7) (Gestogé x? (chi-kwadrat) o n stopniach swobody). Jezeli X1, ..., X,, sa niezalez-
nymi zmiennymi losowymi o rozktadach standardowych normalnych, pokaz, ze gestosé
rozktadu zmiennej X? + --- + X2 jest gestoscia gamma. ZnajdZ jej parametry a i .
(Zob. Feller).

(+7) Rozwazmy nastepujacy proces awarii: w kolejnych chwilach 0,1,2,... spraw-
dzamy, czy pracujacy element ulegl awarii. Szansa na to, ze w chwili sprawdzenia
stwierdzimy awarie wynosi p = 1/n, dla ustalonego n. Oznaczamy kolejne chwile, gdy
stwierdzona jest awaria przez 1, otrzymujac ciag zer i jedynek na osi liczb naturalnych.
Przyjmujemy, ze w zerze zaczynamy od 1. Niech D; oznacza liczbe zer poprzedzajacych
nastepna jedynke po chwili zero. Niech X = D;+1. Oblicz P(X/n > a), dla ustalonego
a > 0. Znajdz granice, przy n — oo, tej wartosci.



