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1 Calki niewlasciwe
Przyktlady.
1
(a) f(z)=—=,0<2<1. Dla0<a<1mamy
T

1

= —loga — o0.
a a—0*t

1

1
/fdleog:c
J x

To oznacza, ze pole obszaru pod wykresem funkcjiy = 1/z,0 < x < 1,
jest nieskonczone.

1
(b) f(x):ﬁ, 0 <z <1 Wtedy dla 0 < a < 1 mamy

a—0t

1
1 1
a/ﬁd$_2ﬁa_2—2\/a—>2

Pole pod wykresem y = —, 0 < x < 1, jest skoniczone i rowne 2
x

pomimo tego, ze obszar pod wykresem jest nieograniczony.

2
(c) f(z) =—, x> 1. Dlab> 1 mamy
T
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b
Definicja 1.1. Mowimy, Ze catka /f(x) dx jest niewlasciwa z osobliwosciq
w punkcie b jesl
1. Funkcja f(x) jest okreslona w przedziale [a,b).

2. f(x) jest calkowalna na kaidym przedziale [a,V'] dla a < b < b (np.
f(z) jest ciggla na [a,b)).

3. b=o00 albo b < oo i f(x) jest nieograniczona w poblizu b.

b
Podobnie okresla si¢ catke niewtasciwa / f(z) dz z osobliwoscia w dolnej

granicy catkowania a.

Przyklady.
Calka Punkt osobliwy
71
/ —dx 00
x

U
S
—_

—
@)

0Q
8

nie ma osobliwosci

8

sin x
2

d

S
o

T

sgn (sin z)
———d
, x 00

2‘\80\:\ S O O~ "
o)
£
8
QL
S

b
Definicja 1.2. Zalézmy, ze dla calki /f(x) dx z osobliwo$cig w punkcie b

b
b/
istnieje granica b/lir?_ [ f(x)dz. Mowimy wtedy, ze calka /f(x) dx jest zbiez-
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na 1 piszemy

b —b—

/bf(x)dx: lim 7f(x)dx

Podobnie okreslamy zbiezno$¢ catki z osobliwoscia w punkcie a. W przeciw-
nym wypadku, gdy granica nie istnieje, méwimy, ze catka jest rozbiezna.

Przyklad.

1 1

1
/logxdx: lim /logazd:c: lim (zlogx — x)
0 a

a—07t a—07t a

= lim (-1 —aloga +a) = —1,

a—07t

bo lim aloga = 0.

a—0

Twierdzenie 1.3 (warunek Cauchy’ego zbieznosci catki). Zaldzmy, ze calka

b
/f(x) dr ma osobliwosé¢ w punkcie b. Calka ta jest zbiezna wtedy i tylko

?utedy, gdy dla dowolnej dodatniej liczby € istnieje liczba a < by < b taka, Ze
dla dowolnych V' i b" z warunku by < b < b < b wynika

b//

/f(m) dz| < e.

Dowdd. Zbiezno$é caltki oznacza z definicji istnienie granicy b'hr?—F (b'), gdzie
b/
F@) = / f(z)dx. Z kolei granica ta istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy spet-
niony jesat warunek Cauchy’ego, czyli w zapisie kwantyfikatorowym
Ve>03by<bVU,b" [bg <t <b'<b] = |[FQO")—F(@)| <e.
Ale

b// b/ b//

F') — F() :/f(x) da:—/f(x) d:v:/f(x) d.
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T

Przyktad. Sprawdzamy zbieznosé catki / ST e Dla 0 < b < b mam

2 2
Dla € > 0 przyjmijmy by = —. Wtedy dla b” > b > — otrzymujemy
€ €

b//

sinx
/ dr| < €.

T
G

Mozna udowodni¢, ze (por. 1.5.2)

Przypusémy, ze calka /f(x) dz ma osobliwo$é w b. Dla a < ¢ < b calki

/ f(z)dxi / f(z) dx sa jednoczesnie zbiezne lub jednoczesnie rozbiezne, , bo

Warunkl Cauchy ego sg dla nich identyczne Ponadto w przypadku zbieznosci

mamy
[1@)yde= [ f@)de+ [ fa)do

Ostatni wzor otrzymujemy przez przejscie graniczne b — b~ w réwnosci

7f(x)dx=jf(x)dx+7f(x)da:

b//
17 drugiego twierdzenia o wartoéci éredniej mamy Ik
b/

3
sin x _ 1 . _
MLy = o [sinzdr =
b/

C‘)Sl’lbifwsg, dla pewnego &, b/ < £ < b".
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Dla catek z osobliwoscia w punkcie b spetniony jest wzor

b

/b[Af(:c) + By(e)] dz = A/f(x) dz + B/bg(as) dr,

a

o ile catki po prawej stronie sg zbiezne.

b
Definicja 1.4. Mdéwimy, Ze calka / f(z)dx z osobliwoscig w b jest bezwzgled-

b
nie zbiezna, jesli zbiezna jest catka / |f(z)] dx.

a

Twierdzenie 1.5. Calka bezwzglednie zbiezna jest zbiezna.

Dowdd. Dla b < b" < b mamy

bll b//

[ @) da| < [ 1) da

b
Zatem z warunku Cauchy’ego dla catki / |f(z)] dx wynika ten warunek dla

b
catki /f(a:) dx. O

sin x T |sinz
dx. Sprawdzamy warunek Cauchy’ego dla catki u

b// b//
| sin z| 1 1 1 1
[ e sy
b b
Twierdzenie 1.6 (kryterium poréwnawcze). Niech 0 < f(z) < g(z) dla
a<x<b.

2 22

Przyklad. /

s

b b
(i) Ze zbieznosci calki /g(x) dx wynika zbieinosé /f(x) dx. Ponadto

a

/bf(x) dx < /bg(x) dx.

dz.
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b b
(ii) Z rozbieznosci calki /f(x) dx wynika rozbz'ez'noéé/g(x) dx.

Dowdd. (i) Dla a < b < b” < b mamy

b// bll

0</f(:r;)dm< /g(m)dm.
% b
Stad otrzymujemy zbieznos¢ calki z funkeji f(x). Przechodzimy do granicy
b — b~ w nieréwnoéci

7f(w) dr < 79(@ dx

aby otrzymac drugg czesé tezy. O

b
Uwaga 1.7. Jedli catka / f(z) dx z osobliwoscia w b jest bezwzglednie zbiez-

na, to

/bf(x) dx

a

< [ 1@l

Rzeczywiscie, mamy —|f(z)| < f(z) < |f(x)|. Po scatkowaniu otrzymujemy

—/b/|f(x)\dx<7f(:v)dx<7\f(a:)\dx.

Przechodzimy do granicy ' — b~ i otrzymujemy

—fuwwm<ffwa<fvunm.

Przyktad. Czy calka / e dx jest bezwzglednie zbiezna ?
x
0

Dla k£ > 1 mamy

km km

i 1 17 2
/ |Slxnx|dx>lm / |sinx|dx:E/sinxdx:%.
(k—1)m (k—1)m 0
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Zatem

nmw km
i ” i 21
/]sm:c]dxzz / ’Slnl"dx > *Zg -
m
0

T T
=1k "1)n

Twierdzenie 1.8. Jesli funkcja F(x) jest ciggla w przedziale |a, b i réznicz-
kowalna w sposdb cigglty w [a,b) oraz F'(z) = f(x) dla a <z < b, to

Dowdd.

b'—b—

/f@szFWffﬂ@——wﬂ@—Fm)

]

Twierdzenie 1.9. Przy zafozeniach poprzedniego twierdzenia z b = o0 1
dodatkowym zalozeniu, ze L = lim F(x) mamy

r—00

b

/f@Mx:L—Fm)

Przyktlady.

1
= —1. Role funkcji F(z) spelnia

0+

1
(a) /logxdx = (xlogz — )
0

Fla) = {xlogm—x 0<z<l,

0 z=0.

[e.o]

o) [

1
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1.1 Calki niewltasciwe z funkcji nieujemnych
b
Przypusémy, ze caltka / f(x) dr ma osobliwo$¢ w punkcie b oraz f(x) > 0

dla a < x < b. Wtedy funkcja F'(V) / f(z)dx jest rosnaca. Zatem catka

b
/ f(z) dz jest zbiezna albo rozbiezna do oo.

Przyklady.

Mamy

1
0/\/x+x4
1

NCETEV N

0

1
Vx| =2.
0

Zatem rozwazana calka jest zbiezna.

(b)/ da . Dla x > 1 mamy

oo

11 7dx L
> —, — = —logx
r+x 2z / 2w 2 &7,

= Q.

Zatem /
T+ \/_

Uwaga 1.10. W kryterium poréwnawczym wystarczy, aby 0 < f(z) < g(z)
b

dla ¢ < x < b dla pewnego punktu ¢, a < ¢ < b. Rzeczywiscie, catki /f(x) dx

b
oraz / f(z) dx sa jednoczesnie zbiezne lub jednoczesnie rozbiezne.

a
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Twierdzenie 1.11 (kryterium graniczne). Zaléimy, Ze funkcje ciggte f(x)
i g(x) sq okreslone i dodatnie na przedziale [a,b) oraz

lim @ =A>0.
T—b— g(ZL‘)

b b
Wtedy catki / f(z)dx omz/g(x) dx sq jednoczesnie zbieine lub jednoczesnie
rozbiezne. ’ ’

Dowaéd. 7 zatozenia mozna znalez¢ punkt a < ¢ < b taki, ze dlac < x < b
mamy

1 f) 3

Wtedy
1
iAg(:v) < f(z) < ;Ag(:v), c<x<hbh.

Z kryterium poréwnawczego i z Uwagi otrzymujemy teze twierdzenia.

O
Przyktlady.
1
dx
.M
(&) 0/ x —log(1l + x) amy
1 2
lim :E—logl(l—l-a:) — 1 X
70t =5 e—0+ z — log(1 + x)
2
= lim = lim 2(1+ ) = 2.
z—0t+ 1 — Tz z—07F
—+x
/1d3: 1t
— =——| =o00.
[L’2 X o+
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1

o z . -1
lim lg(lf\f) = lim —\/E = Y
a0t o e—0t log(l + /x) y=1+vz y—1* logy

1 1
y—1+ y—1 (log y),
y=1
1
=2

b
Uwaga 1.12. Jesli w zalozeniach twierdzenia A = 0, to ze zbiezno$ci / g(x)dx
b

b
wynika zbieznosé / f(z)dz. Jesli A = oo, to z rozbieznosci / g(x) dz wynika

a
b
rozbieznosé / f(z) dzx. Rzeczywiscie, jesli A =0, to

M<l, dlaa<c<x<b.
g(x)
Wtedy
0< f(z) <g(x), dlaa<c<z<b
Z kryterium poréwnawczego otrzymujemy teze. Jesli A = oo, to
lim M =0.
vt f(x)

Korzystajac z pierwszej czesci uzyskujemy zadang konkluzje.

Oée—liﬁ

Przyktady.
(a) Dla «, 8 > 0 rozwazamy catke /xae""“ﬁ dx. Przyjmijmy f(z) =«
1
oraz g(x) = z72. Wtedy
a+2 Y
f() = lim a = lim v
=zBf Yy—oo eV

:vh—{go g(x) T—00 6»’176 y
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dla v = O“TJ“Q Niech n = [y] + 1. Wtedy

vy _ oyt (1)

n+1
er e (Zfl)! Y
Zatem lim fEl“; = 0. Caltka funkcji g(z) = 272 jest zbiezna na potpro-
T—00 g(x

stej [1,00), zatem zbiezna jest tez caltka /xae_“cﬁ dz.
1
(b) Obracamy wykres funkcji y = 27! dla z > 1 woko6t osi OX. Otrzymuje-
my tzw. rog archaniota Gabriela (opisany przez wloskiego matematyka
i fizyka Evangeliste Torricellego 1608-1647).
Obliczamy objeto$¢ obszaru ograniczonego przez rég przyjmujac, ze x
jest liczone w metrach.

V:W/df:—ﬂ
/@ x

Obliczamy pole powierzchni rogu?]

11 7d 00
S:27T/— 1+—4dx>27r/—x:27rlogx = 00.
/@ x ) x 1

Zagadka. Wyobrazmy sobie, ze r6g wykonany jest z wsigkliwej bialej
bibuty. Nalewamy do rogu m metréw szesciennych czarnego atramen-
tu. Nastepnie wylewamy atrament. Wewnetrzna strona rogu zostanie
zabarwiona na czarno. Czyli za pomoca skonczonej ilosci atramentu
zabarwiliSmy nieskonczona powierzchnie. Jak wyjasni¢ ten paradoks 7

=7 (m?%).

00
1

1.2 Calki i szeregi

b
Rozwazamy catke niewlasciwg / f(x)dx z osobliwoscia w b < oo. Niech

a:bo<b1<b2<...<bn...,orazbn7>b.

b
2S=27T/f(x)\/l+f’(x)2dx
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Twierdzenie 1.13.

b
(i) Jesli calka /f(x) dx jest zbiezina, to zbieiny jest szereg calek wiasci-

(i1) Jesli f(xz) > 0, to implikacja odwrotna jest réwniez prawdziwa.

Dowdéd. (i) Obliczamy sume czesciowa szeregu.

n bE by b
S,, = dx = de — d
z f(x)dz / f(x)dz / f(x)dx

(ii) Niech f(x) > 0. Dla zbieznosci catki / f(z) dx wystarczy pokazaé, ze

bl
calki / f(z) dx sa wspélnie ograniczone, niezaleznie od ' < b. Niech b’ < b.

Poniewaz b, — b, to b,, > V' dla pewnego wskaznika ny. Wtedy

b’ bng no by, 0o bk
dr < dr = dr < dx.
a/ f(x)dx / f(x)da Z/ f(x)dz z/ f(x)da

O

Twierdzenie 1.14. Zaléimy, zZe f(z) jefot dodatniq funkcjg malejgcg na

przedziale [1,00). Wtedy zbieinosé calki /f(a:) dx jest réwnowazna zbiez-
o0 1” n—1

nosci szerequ »_ f(n). Ponadto dla I,, = /f(x) dx oraz S, = Y _ f(k) ciag
liczb S,, — I, jZ’; zbiezny. 1 .

Dowdd. 7 nieréwnosci

Flk) < /f(x)dm<f(k;—1) (1.1)
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oo
otrzymujemy, ze zbieznos¢ szeregu »  f(k) jest réwnowazna ze zbieznocig
k=1

0o kK

szeregu Z / f(z)dx. Z kolei zbieznosé szeregu calek jest réwnowazna ze
k=1
k—1

zbieznoscia catki /f(x) dx.

1
Zsumujmy (1.1) dla & = 2,3,...,n. Wtedy

[+ S(3)+. .+ f0) < [ f@)de < J) + F@) + ..+ S =1).

Sn — f(1) + f(n) -~ Sn
In
Otrzymujemy wiec 0 < S, — I, < f(1) — f(n) < f(1). Ciag S, — I, jest
n+1

rosnacy. Rzeczywiscie, mamy f(n) > / f(x)dzx. To oznacza, ze S,11— S, >

Iy = I, czyli Sppy — Loy > Sy — L. Ciag S, — I, jest zatem zbiezny. [
Przyktady.

(a) f(z) = xla o > 0. Mamy

Lt a#1 L a>1

-«

o0 o
dr  |logx a=1,
Z-CY

{oo 0<a<l,

1

> 01
Zatem szereg Z — Jjest zbiezny tylko dla o > 1.
n=1 n

1
(b) f(z) = Tlog7a a >0, z > 2. Mamy

J xlog™ x

7 dr  ]loglogz a=1,
ﬁ(logw)ka a#1

Whioskujemy, ze szereg

OO_{OO 0<a<l,

) L (log2)'™™ a>1.

> 1
nzz:Q nlog®n

jest zbiezny tylko dla a > 1.
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(€) f(r) = . Mamy

1 1 1 1
SEVAPIE S S S
5 toty et 1xx

RN L

gdzie ¢ jest stata Eulera (¢ =0,57721...).

Twierdzenie 1.15. Jesli funkcja g(x) jest nieuwjemna i malejgca w przedzzale

la,b) oraz lim g(z) = 0, natomiast dla a < b < b calki (wlasciwe) /f

z—b—
b
sq wspdlnie ograniczone, to catka / f(z)g(z) dx jest zbiezna. W szczegdlnosci

teza jest spetniona, gdy calka /f(a:) dx jest zbiezna.

Dowad. 7 zatozenia /f(x) dx| < M dla pewnej stalej M i wszystkich a <

b < b. Sprawdzamy warunek Cauchy’ego zbieznosci catki / f(z)g(z)dx. Dla

a
a <V <V’ < b, na podstawie twierdzenia o wartosci $redniej, mamy

b// g
[ 1@)g@)de = gv) [ f(x)da
b b
dla pewnego punktu posredniego &, b’ < £ < b”. Zatem

b//

[ F@g(w) de| = gt i () da - / f () da
< g(b) { if(x) dx| + 7f(3:) dx } < 2Mg(b').
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b
Jesli caltka / f(z) dx jest zbiezna, tzn. istnieje granica

b —b—

lim /b, f(z)dx

bl
to calki / f(x) dz sa wspélnie ograniczone. ]

a

Przyktlady.

(a) Badamy zbiezno$¢ catki Dirichleta /
0

sin x

dx. Wystarczy zbadac zbiez-

7 sinz 1
nosé catki / dx. Przyjmijmy g(z) = — oraz f(x) = sinxz. Wtedy
w/2 v
b
/ sinx dx| = | cos(m/2) — cosb| < 1.
/2
Tsinz | .. . o /2 .
Zatem caltka / dx jest zbiezna. Mozna udowodni¢, ze wartos$c¢ catki
wynosi /2.

(b) /sin(xQ) dx nosi nazwe calki Fresnela. Zbadamy zbieznosé catki / sin(2?) da.
0 /2

1
—. Wtedy

Przyjmujemy f(x) = 2z sin(z?) oraz g(z) = 5
x

b

b
/ 22 sin(2?) dx| = ‘—cos(xQ) = |cos(b?)| < 1.

\/T/2
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1.3 Calki niewlasciwe z osobliwo$cig w kilku punktach

Definicja 1.16. Mdéwimy, Ze calka /f(x) dxr ma osobliwos¢ w punktach a i

c b
b, jesli catki /f(:v) dz z/f(x) dxr majq osobliwosci w punktach a i b, odpo-

b
wiednio, dla a < ¢ < b. Mowimy, Ze calka/f(:z:) dx jest zbiezna, jesli zbieine

c b
sq calki /f(x) dz z/f(x) dz. Okreslamy wtedy

/bf(x)da::/cf(x)d:c+/bf(x)da:

Wartosé calki po lewej stronie nie zalezy od wyboru punktu c.

Przyklad.

7 dx
) o+ a2+ \/xr

Badamy catki

/1 dz 7 dx
st +at+ya ) ettt o
Mamy

1 1 1 1
0< ———F—=< — 0<

—<7

412+ \r T 2+ a2+ \/r b
EEEE
5—*.
0 V[_ 1 t 4

Definicja 1.17. Mdéwimy, zZe catka /f(a:) dx ma osobliwosé w punktach a, b

oraz

c b
ic,a<c<bjesli calki /f(x) dz i /f(x) dx majg osobliwosci w punktach
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a i coraz wc b, odpowiednio. Jesl obie calki sq zbieine, to okreslamy

jf(x)dx:/cf(x)dx+/bf(x)dx,

(e o]

dx
Przyktad. / —— . Mamy trzy punkty osobliwe —oo, 0 oraz oo.
e R )
7 dx
Funkcja podcatkowa jest parzysta, wiec wystarczy zbadaé caltk / —_.
Jap Jest parzy €Cc Wy y QO thQ(xQ—kl)
Mamy
1 1 P d
x
0<z<1, < — / 3
h Va2(x? +1) = Va2 J Va2
>1 ! <t fdgg 1
x _ — =1
Z 5 3/x2($2 +1) 20 72

1

a b
Uwaga 1.18. Mamy / sinx dr = 0. Ale granica caltek / sinzdr,gdya — — o0,

b — oo nie istnieje, bo

b
/sinxdx = cosa — cos b.
a

Okresla sie stabszg zbieznos¢ catki / f(z)dx w sensie wartosci gtéwnej.

Mowimy, ze pv / f(x) dx jest zbiezna, jesli istnieje granica ahnolo / f(x)dx.

o0
Dla poréwnania, zbieznos¢ catki w zwyklym sensie oznacza istnienie granicy

1
Rozwazmy catke / f(z) dz z osobliwoscia w punkcie 0. Méwimy, ze catka
41
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1
pv / f(z)dx jest zbiezna, jesli istnieje granica
.

—& 1
1ir(1)1+ {/f(x)dm—i—/f(x)dx] :
_1 £
Zwykta zbieznos¢ tej calki oznaczataby istnienie granicy

- 1
lim fx)de + | f(z)dz|.
ot {/1 /

1 d 7€d 1d
Przyktad. pv/ @ 0, bo /—x + T _ 0. Calka nie jest zbiezna w
x
41

X i
,1 £

1 0
d d
zwyklym sensie, bo catki / &, / 22 nie sg zbiezne.
x x
21

1.4 Calki z parametrem

Niech f(z,y) bedzie funkcja dwu zmiennych okreslona na pewnym podzbio-
rze U C R% Np. U =R? lub U = [a, b] X [c,d].

Przyktlady.
flz,y) =y,
g(z,y) =22 +y, [0,1] x[1,2].

Gdy zbiér U, na ktérym okreslona jest funkcja f(z,y), nie jest podany, to
przyjmujemy za U najwiekszy mozliwy zakres (z,y), dla ktérych zapis f(z,y)
ma sens. W przeciwnym wypadku, gdy zbior U jest podany, to f(z,y) jest
okreslona tylko na U. W drugim przyktadzie g(1,1) = v/2, ale wartoéé¢ funkcji
w punkcie (—1,1) nie jest okreslona.

Funkcje f(z,y) okreslong na [a, b] X [¢, d] mozemy traktowaé jako rodzine
funkcji jednej zmiennej

[a,b] > x— f(z,y)
z parametrem y z przedziatu [c, d]. Podobnie f(z,y) mozemy traktowaé jako
rodzing funkcji

[c.d] > y+— f(z,y)
z parametrem z z przedziatu [a, b].
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Przyktady. Dla

flz,y) =my,  glz,y) =2*+y, [0,1] x[1,2]

mamy

f(,00=0 f(z,1)=2 g(z,1)=vVa?+1 g(x,2) =va2+2
FO.9)=0 f2y)=2y 9(0,y) =y 9(:9) =y + 1

Definicja 1.19. Méwimy, ze funkcja f(x,y) okreslona na U C R? jest ciggla
w punkcie (xg,yo) € U, jesli dla dowolnych ciggow x,, — xo iy, — Yo takich,
ze (Tn, Yn) € U, mamy f(@n, yn) — f(0, o).

Intuicyjnie oznacza to, ze dla punktéw (z,y) z U potozonych blisko punk-

tu (zo, yo) wartosci f(x,y) leza blisko f(zo,yo). Zapis kwantyfikatorowy tego
sformutowania ma postac:

Ve>030>0Ve,y {(x,y) €U, |z —x0| <0, ly—yo| <d =
|f(z,y) — f(wo,90)| <€}

Mozna udowodni¢, ze podany wyzej warunek jest rownowazny z warunkiem
z definicji.

Definicja 1.20. Mdéwimy, ze funkcja f(x,y) jest ciggla na zbiorze U C R
jesli ta funkcja jest ciggta w kazdym punkcie zbioru U.

Przyktad. Funkcja f(z,y) = xy jest ciagta na R2.

Uwaga 1.21. Jesli funkcja f(z,y) jest ciagta na [a,b] X [c,d], to kazda z
funkcji

[a,0] > v +— f(z,y), y€l[cd],
[c,d] > y+— f(z,y), =€ ][a,]

jest ciagla.

Te wlasnosci oznaczaja, ze funkcja f(z,y) jest ciagta ze wzgledu na kazda
zmienna z osobna i sg stabsze niz ciaglto$¢ funkeji f(z, y) okreslona w definicji.
Poréwnajmy ciaglos¢ funkeji f(z,y) w punkcie (2o, yo) z potaczonymi dwoma
warunkami: ciagtoscig funkcji = — f(z,y0) w punkcie xg i ciggtodcia funkcji
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y — f(xo,y) w punkcie yo. Dla uproszczenia przyjmijmy, ze punkt (xg, yo)
lezy wewnatrz prostokata [a, b] X [c,d], czyli w (a,b) X (¢, d).

Warunek ciaglosci w (xg, y0) oznacza, ze dla maltych wartosci 6 > 0, jesli
punkt (z,y) lezy w kwadracie

|z — x| <9, |y —yo| <0, (1.2)

to warto$¢ f(x,y) lezy blisko wartosci f(zo, yo)-
Z kolei ciagltosci funkeji « — f(z,yo) oraz y — f(xo,y) w punktach xq i
Yo (odpowiednio) oznacza, ze jesli (z,y) lezy na jednym z odcinkow,

|z —@0| <0, y =yo, poziomy
T =0, |y —Yo| <9, pionowy

to wartosé¢ f(z,y) lezy blisko wartosci f(xo,yo). Te odcinki leza w kwadracie
opisanym przez (1.2)); sa jego osiami symetrii.

Zadanie. Znalez¢ funkcje f(x,y) okreslong na [—1, 1] x [—1, 1] taka, ze kazda
z funkcji  — f(x,y) iy — f(z,y) jest ciaglta na przedziale [—1,1], ale
funkcja f(x,y) nie jest ciagta w punkcie (0,0).

Twierdzenie 1.22. Funkcja f(x,y) ciggla na prostokgcie U = [a,b] X [c,d]
jest jednostajnie ciggla, tzn. dla dowolnej liczby € > 0 istnieje liczba 6 > 0
taka, ze z warunkow (z,y), (@', y") € U oraz |x — 2’| < 6, |y — /| < § wynika

|2, y) — f(@ )] <e.

Uwaga 1.23. Warunek w tezie oznacza, ze jesli punkty (x,y) i («/,y') leza
blisko siebie, to wartosci funkcji f w tych punktach sa bliskie siebie.

1
Dowdd. (nie wprost). Zatdézmy, ze dla pewnej liczby ¢ > 0 oraz 6, = —
n
istnieja punkty (x,,y,), (2,,v,) € U, dla ktérych
/ 1 / 1 / /
oo =l < gt < f) S B (19)

Z twierdzenia Bolzano-Weierstrassa mozna znalez¢ rosnacy ciag liczb natural-
nych n; taki, ze ciagi z,,, oraz y,, sa zbiezne. Niech z,, — 0 O1aZ Yny, — Yo

Wtedy a < wp < b oraz ¢ < yo < d, tzn. (29, 10) € U. Ponadto x;, — T oraz
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Y, — Yo, bo z,, — - 01 Yy, — Y, — 0. Z zalozenia cigglosci funkcji f

(w punkcie (g, yo)) mamy

/

F (T, Yny) W f (o, 0), f(wnk7y7/1k) — f(0,%0)-

k
Zatem

F@ni Yni) = F (@ Yny) — 0.
Ale to przeczy warunkowi . O

Twierdzenie 1.24. KaZda funkcja ciggla na prostokgcie [a,b] X [c,d] jest
0gTaniczona.

Dowdéd. (nie wprost). Zatézmy, ze funkcja f nie jest ograniczona. Tzn. dla do-
wolnej liczby n mozna znalezé punkt (z,,,y,) € U speliajacy |f(x,, yn)| = n,
czyli | f(n, yn)| — 00. Podobnie jak w dowodzie poprzedniego twierdzenia,

mozna znalez¢ ciag wskaznikow ny, taki, ze z,, — Zo 1 Yn, — Yo Wtedy z
ciagtosci funkcji f w punkcie (o, yo) otrzymamy

S @y Yny) 7 f (o, yo)
co przeczy warunkowi

]

Lemat 1.25. Zalézmy, ze funkcja f(x,y) jest ciggla na prostokgcie [a, b] X [c, d].
Wtedy funkcje

d b
g() Z/f(x,y)dy i h(y) Z/f(ﬂf,y)dx

sq ciggle na przedzialach [a,b] i [c,d], odpowiednio.

Przyklad. Dla funkcji f(z,y) = 2?y*? 4+ 2%y> okreslonej na prostokacie
[0,1] x [0, 1] mamy

1 1
g(z) = /f(x,y) dy = /(ﬂﬁr"yl/2 + 2%y%) dy
0 0

y=1 9 1
=2’ + =2,

2 1
_ (22, 3/2 31,4 _
(a: Yyt y)yzo 3 1

3 4
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1 1
:/fxy / (22yM? + 23y®) da
0 0
1y, 1

3 =1
ARV IR S _ 1t 13
—<3y +4a:y> Yo+ -yt

=0 3 4

Uwaga 1.26. Przy catkowaniu wzgledem dy zmienna x traktujemy jako
parametr (stala). Podobnie, przy catkowaniu wzgledem dx zmienna y jest
parametrem.

Dowdd. (tylko dla funkcji g(x)). Mamy

d d

[ faydy = [ 56 y)dy| =

Cc c

d

l9(x) — g(@/)] = / f(,y) = F(@'y)dy

/\fxy («/.y)] dy.

Z jednostajnej ciaglosci funkcji f wiemy, ze dla liczby € > 0 istnieje liczba
d > 0 taka, ze jesli |z —2'| < d oraz |[y—y'| < 0, to |f(x,y)—f(2',y)| < dL

—c
Zatézmy, ze |x — 2’| < § oraz y = 3. Wtedy

|f(x,y) = f@,y)] <

d—c
Zatem .
l9(2) = g(a')| < 7= (d—c) =e.
O
Przyktad. Niech
f(ey) =asing,  [0,1] x [0, 2n].

Przy ustalonej wartosci y funkcja  — f(x,y) jest rézniczkowalna (jako funk-
cja liniowa). Mowimy wtedy, ze istnieje pochodna czastkowa funkeji f(z,y)
wzgledem zmiennej x (zmienna y traktowana jest jako parametr).

Definicja 1.27. Pochodna czgstkowa funkcji f(x,y) wzgledem zmiennej x w

punkcie (o, yo) oznaczana jest symbolem a—(xo,yo) i okreslona wzorem
x

0 d L B
@i(%’yﬂ) = %f(%yo) = lim F(xo+h,yo) f<x0’yo>‘

=0 h—0 h
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Podobnie okreslamy pochodna czastkowa funkcji f(z,y) wzgledem y w
punkcie (zg,yo), czyli

of o d . fwo,y0+h) — f(x0,%0)
@(I07y0> = @f($o7y) — }llf(l) h :
Przyktad. Dla f(z,y) = /2% + y* mamy
a—f(x )= 1 2% =
N T RN T
of 1 3 2y3
7(x,y) = 3 7 4y = S
dy 2Vt +y VaZ + 8
Otrzymujemy
of 19 1 of 16

—(1,2) = —, —(1,2) = —.

835( ) V17 8y( ) V17
Uwaga 1.28. Przy obliczaniu pochodnych czastkowych w punkcie (zq, yo)
wystarczy znaé dwie funkcje z — f(x,y0) oraz y — f(xo,y) i zrézniczkowaé
je w punktach zy, yo (odpowiednio). Alternatywnie mozna obliczy¢ pochodne
czastkowe funkcji f w dowolnym punkcie i na koncu wykona¢ podstawienie
r = Zo, Y = Yo

0
Przyktady. Obliczy¢ ai(ﬂ'/ 2,0) dla funkcji

f(% y) = sin(y COS x)\/4 1 earctg (z2+1)+y? logsinz |

Podstawiamy y = 0 i otrzymujemy f(z,0) = 0. Stad

of o
g(ﬂ'/Z,O) - %f(l“,())

Twierdzenie 1.29. Zalozmy, Ze funkcja f(x,y) jest ciggla na prostokgcie

=0.

x=m/2

la,b] X [¢,d] oraz, Ze pochodna czgstkowa 9z (x,y) jest ciggla na [a,b] X [c,d].
T
Wtedy funkcja

9@) = [ fla.y)dy

jest rézniczkowalna na przedziale [a,b] oraz

g0 =1 ( [ #(.w) dy) = [P wyay
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Uwaga 1.30. Teza twierdzenia méwi, ze mozna wejs¢ z pochodng wzgledem
zmiennej x pod znak catki. Wewnatrz catki trzeba uzy¢ pochodnej czastko-
wej, bo funkcja pod catkg zalezy od dwu zmiennych.

Uwaga 1.31. Zwykle w przykltadach wystepujace funkcje sa okreslone i cig-
gle oraz rézniczkowalne na wigkszym obszarze niz podany prostokat. Jednak,
gdy rygorystycznie ograniczamy sie do obszaru [a,b] X [¢,d], to pochodne
funkcji g na koncach przedziatu x = a, x = b i pochodne czastkowe funkcji
f(x,y) w punktach postaci (z,y) = (a,y) i (z,y) = (b,y) traktujemy jako
pochodne jednostronne: prawostronne, gdy x = a i lewostronne, gdy x = b.

Dowaéd. Obliczamy iloraz réznicowy

d d
ﬂﬂ+2—ﬂ@):;{/ﬂx+myMy—/f@wﬁ@

[

= [+ ho) — Fl ) dy.

Z twierdzenia Lagrange’a zastosowanego do kazdej z funkcji z — f(x,y)
otrzymujemy

Flo+ ) — Fle) = 5o+ 0hy) b

przy czym wspétczynnik 6 lezy w przedziale (0,1) i jego wartos¢ zalezy od
x,y i h. Wtedy

(:)3+h —g(x

d
f
/a—x—i-ﬁhyd

/8 :L’ydy—i—/[ (x + Oh, y)—gf(a: y)| dy. (1.4)

0
Funkcja 8f(x, y) jest ciagla, zatem jest tez jednostajnie ciagla. Stad wyni-
X

ka, ze granica przy h — 0 drugiego sktadnika wynosi 0 i uzyskujemy teze
twierdzenia.

Formalnie: dla ustalonej liczby € > 0 mozna znalez¢ liczbe § > 0 taka, ze
jesli |z — 2’| < 4, ly — ¢/| <0, to

of ., , 0f £
%(.T,y) 891;(3:’3/) <d—C'
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Zatozmy, ze |h| < § wtedy dla 2’ = x4+ 0h oraz y' = y otrzymujemy, ze drugi
sktadnik w (|1.4) jest mniejszy niz €. Stad dostajemy teze. H

Twierdzenie 1.32. Dia funkcji f(z,y) cigglej na prostokacie [a,b] X [c,d]

mamy
/ ( [ fay) dy) dr = [ ( [ fay) dx) dy.

Uwaga 1.33. Pojedyncze caltki sg funkcjami ciggtymi zmiennych z i y od-
powiednio, zatem mozna wykonaé¢ operacje catkowania wzgledem pozostaltej
zmiennej.

Dowdd. Okredlmy funkcje F'(z) na przedziale [a, b] wzorem

F(x) Z/d (/xf(t,y)dt) dy:/dh(w,y)dy,
h(z,y) = /xf(t,y) dt~

To oznacza, ze funkcja x — h(x,y) jest funkcja pierwotna do funkcjiz — f(x,y)
dla kazdego ustalonego argumentu y z przedziatu [c, d]. Tzn.

gZ(I,y) = f(z,y).

gdzie

Z poprzedniego twierdzenia zastosowanego do funkcji h(x,y) otrzymujemy

d d dah d
F(z) = %/h(:v,y)dyz/%(fc,y) dy:/f(x,y)dy-

7, zasadniczego twierdzenia rachunku rozniczkowego i catkowego otrzymuje-
my

3Por. ze wzorem h(x) = /f(t) dt
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czyli
d

/(/bf(t,y)dt) dy—Oz/b(/df(a:,y)dy) dz.

Cc

]

Uwaga 1.34. Dla nieujemnej funkcji f(x,y) obie calki wystepujace w te-
zie mozna interpretowaé jako objetos¢ obszaru pod wykresem funkcji z =
flz,y), gdy a < 2 < bic <y < d Obszar dzielimy na n plasterkow row-
nej szerokosci ptaszczyznami pionowymi x = x;. Nastepnie kazdy plasterek
dzielimy na m stupkéw réwnej szerokosci ptaszczyznami pionowymi y = y;.
Kazdy stupek ma objetos¢ rowna w przyblizeniu

[ (@i, y;) Az Ay,

Sumujemy objetosci stupkéw i otrzymujemy

Ax; ~ il (/d f(zi,y) dy) Ax;
— ;g(m)&vz ~ /bg(x) dx :/b (/d flz,y) dy) dzr.

Mozemy sume objetosci stupkéw zapisac¢ inaczej i otrzymaé

> [i P y) Ay,

i=1 |j=1

i [XR: (i, y; Ay]] Az; ~ (/f Z,Y; d:c) Ay;

a

:ih(yj)ij N/h( /d(/ (z,y dx) dy.

Jj=1

Przyktady.

1 b a
1. Obliczyé/x Y dr, 0<a<b.
/ log x

Funkcja podcatkowa jest okreslona w x = 0 1 w x = 1 poprzez swoje
granice

b — Coxb— g Y

lim =0, lim = lim ——=b—a.
z—0+ logx e—1- logx z—1- x~t
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7 warunku a—(:ﬁy) = z¥logx E otrzymujemy

Y
L b_ e 1 /b b/ 1
/ da:z/(/mydy dxz/(/mydx)dy
log x
0 0 a a 0
b b
1 v=1 1 y=b b+1
i d:/—d —logly+1)| =1lo .
a/ny M 1Y gy )y:a S

1
d
2. Obliczy¢ T / arctg % dy, x> 0. Funkcja podcatkowa przy ustalonej
T Y

wartoéci > 0 ma granice, gdy y — 0. réwna /2. Jej pochodna
czgstkowa wzgledem x ma granice réwng 0, gdy y — 0T, co widaé z
obliczen ponizej. Zatem

0 y

1
=35 log(x® + 1) — log .

1
2x y=1 1
= / 5 5 dy = 2arctg Y = 2arctg —.

5 s+ y T ly=0 x

4 8%(9:9) = 8%(eylogm) =e¥1o8% Jogx = 2V log .
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1.5 Dwie wazne calki niewlasciwe
1.5.1 Calka Eulera

Calka niewtasciwa
[oe)

/e‘x2 dx

0

jest zbiezna, co wynika np. z nieréwnosci

o o0? 1
Ose Saz4l
12 -
1 o0
/ 5 dr = arctgx = —

Mozna tez uzy¢ oszacowania

o

o0
/e_“:2 dr < Z e
n=0

0

Wartos¢ catki ma istotne znaczenie w rachunku prawdopodobienstwa. Za-
czniemy od nieformalnego wyznaczenia wartosci, ktére bedzie podstawsg $ci-
stych obliczen.

Oznaczmy [ = /e_x2 dx. Wtedy
0

I? = /e_“”‘2 (/ eV’ dy) dx = /e_552 (/ ze @) dy) dx
0

0 0 0

:/ /xe—$2(y2+1) dr dyz/ -1 e—x2(y2+1)
/ ) 202+ 1)

0

o0

=0

Zatem
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Calki niewlasciwe

Przy obliczeniach zamiana kolejnosci catkowania wymaga uzasadnienia.
Przejdziemy do Scistego wyprowadzenia wzoru (|1.5)). Oznaczmy

3

7’L2 n
A, = / e da - / eV’ dy.
1/n? 1/n3
Mamy A,, — I?. Dalej
n? n3 n? n3/x
A, = / e v / eV’ dy| dx = / e { / ze” @ dy | da
1/n? 1/n? 2 1/(n3z)
TL2 n n n2
> / e /:L‘e_(”y)2 dr| dy = / / ze” " W gy dy
1/n? 1/n 1/n |1/n?
f 1 a=n’ Il
— / _ —z?(y*+1) dy — / [ —(*+1)/nt _ —(y2+1)n4} d
= e = e e Y
22 + 1 a=1/n 2(y2 + 1
1/n (y ) 1/n? 1/n (y + )
7 1 2 4 2 4
—(n?*+1)/n —(1/n*+1)n d
/ 20,2+ 1) [ J dy
1p_1 1 nZ—n s
= B [e w2 nf —e } [arctgn — arctg n} — 1
Z drugiej strony
n? nd/x n2 -
A, = e / pe~ @) dy| dr < / e / ze~ @) dy| dx
1/n2 1/(n3x) 1/n? 1/nb
n5 TL2 TLS
_ 224 g | gy = / b st —erent]
{ xe x| dy 2+ 1) [e e } Y
1/n5 [1/n2 1/n5
7’15
< / 1 p 1 { tond ) 1 } s
————dy = — |arctgn® —arctg —| — —.
\1/52(92+1) YT MR Sws)

Z twierdzenia o trzech ciggach uzyskujemy
A, — T

4
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Wzbr

[e.9]

/ e dr = /7

—0o0
mozna wyprowadzi¢ inaczej. Oznaczmy

n

I, = /e_m2 dx.
I? = / (/ e~ (@ +v?) dy) dz.

Liczba I? jest réwna objetosci obszaru pod wykresem funkcji

(2.2
z=e @HY) —n<T,Yy<n

(por. Uwaga na stronie 27). Ten obszar zawiera w sobie obszar pod wykre-
sem odpowiadajacy kotu 22 + y? < n?. Z kolei jest zawarty w obszarze pod
wykresem odpowiadajacy kotu 22 + 3% < 2n?, bo

{(z,y) : 2 +9* <n?} C [-n,n] x [-n,n] C {(z,y) : 2* +y* < 2n?}.

Obszary nad kotami mozemy uzyskaé przez obrét obszaréw ptaskich pod
wykresami jednej funkcji

z = e v, 0<z<n,
z = e_zz, 0<z<nVv2
wokot osi pionowej x = 0.
Ogolnie, gdy obracamy wokdt osi x = 0 obszar ptaski pod wykresem

funkcji
z=f(z) 20, 0<uz<a,

to w wyniku otrzymujemy obszar pod wykresem funkcji

c= P ). P <a

7 powyzszych rozwazan wynika, ze
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Z drugiej strony

I < 2 / ze ™ dx = —me ™" =r(l—e ™

n

Z twierdzenia o trzech ciagach otrzymujemy I> =T

1.5.2 Calka Dirichleta

Calka niewtasciwa .

sinx
/ dx
T
0

jest zbiezna. Ta wielkos¢ pojawia sie w kilku dziatach matematyki, np. w
teorii szeregdéw i catek Fouriera, teorii funkcji zespolonych.

Jedynym punktem osobliwym jest co. Niesciste obliczenie wartosci catki
jest nastepujace.

/Slzxd:v:/sinx (/e_xydy) dx:/ (/e_xysinxdx) dy
0 0

0 0 0

o0 7 1 s
d :/ dy = =
x:0‘| Y B y2+1 Y 2

Podobnie jak przy catce Eulera zamiana kolejnosci catkowania wymaga uza-
sadnienia. Calka Dirichleta, w odréznieniu od catki Eulera, nie jest bez-
wzglednie zbiezna, przez co Sciste obliczenie jej wartosci jest bardziej kto-

7 e " (cosz + ysinz)
y?+1

potliwe.
Oznaczmy
I - / sinz -
x
1/n
Wtedy

0o
sin x

I, —>/ dx.

n x

0
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Dalej

n 'VLQ n oo
= /sinx /e’xydy dx+/sinx L/exydy] dx .

1/n 0 1/TL 2

Sn Ry

Mamy

n [ oo noo_ 2.
|| < / L/e_xydy] = /6 dr <mne™™-n — 0.
X n

1/n In2 1/n

n

d
y2 +1 xl/n] Y

n? n? _I .
Sn:/ /e_””ysinxd:p dy:/ l_e Y(cosx + ysinx)
0 0

_7 e*y/"(cos%+ysin%) e~ (cosn + ysinn) d
_0 Y+ 1 Y41 ’

11 1
:cos—/ e Y™ dy + sin — /Le_y/"dy
nJ n

TL2
1
—cosn/ e_”ydy—sinn/ 2y e "dy
0 0 Y +1

Suma wartoéci bezwzglednych dwu ostatnich sktadnikéw jest mniejsza niz

2

n2 n2

Y n 1 n 1 .
/y2+1e ydy+/y2+1e ydy<<2+1>/e Ydy
0 0 0
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Drugi sktadnik mozna oszacowaé z géry nastepujaco:

sin

S — 3,

2
17 log(n! +1
vy < L[ Y gy = D
0

1
n) y?+1 nJ y>+1 2n

o log(2n')  4logn + log2

X

0.
2n 2n B

W pierwszym sktadniku cos% dazy do 1. Dalej

2 2

T T
/ 5 e V" dy < = arctgn’® < <Z
y*+1 y?+1 2
0 0
Z, drugiej strony
"o Vi
Y/ qy > / e V" dy > —1/f/ d
/y2—|—1€ vz y?+1 vz y?+1 4

0

= e_l/\ﬁarctg vn — g

i ) ” ”
Reasumujac, otrzymujemy .S, — % zatem I, — 5

2 Charakteryzacja funkcji catkowalnych w sen-
sie Riemanna

Definicja 2.1. Zbior A C R nazywamy zbiorem miary zero, jesli dla dowol-
nej liczby € > 0 istnieje pokrycie zbioru A skonczong lub przeliczalng sumg
przedziatow otwartych (a,,by,) takich, Ze

N
> (by—ay) <&, NeN,lub N = cc.

n=1

Przyktad. Zbiory skonczone maja miare zero, bo

{1'1,1’2,.. Q:N}C U <$n jvv n+2N>

Uwaga 1. Mozemy przyjac, ze N = oo, dotagczajac w razie potrzeby puste
przedziaty postaci (a;, b;), gdzie b; = a;, dla j > N.
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Lemat 2.2. Przeliczalna suma zbioréw miary zero jest zbiorem miary zero.

Dowdd. Zakladamy, ze zbiory A;, j > 1, majg miare¢ zero i rozwazamy zbior

j=1
Dla liczby € > 0 i wskaznika j > 1 istnieja przedzialy (an;, b,;) takie, ze
o o 5
Aj C U ((lnj, bnj); Z CLnJ 5
n=1 n=1
Zatem o
AC U U Anjs bnj)
j=1n=1
oraz - .
j=1n=1 j=1

Uwaga. Na podstawie lematu mozna zmieni¢ definicje zbioru miary zero
dopuszczajac pokrycie przedzialami domknietymi [a,,, b,].

Whniosek 2.3. Zbior przeliczalny ma miare zero. W szczegolnosci zbior liczb
wymiernych Q ma miare zero.

Przyktad. Zbiér miary zero moze by¢ nieprzeliczalny. Zbiér Cantora C
jest mocy continuum i ma miare zero. Zbiér Cantora sktada sie z liczb prze-
dziatu [0, 1], ktére w nieskoniczonym rozwinieciu w systemie trojkowym maja
cyfry 0 i 2. Dla ustalonej wartosci n rozwazmy liczby < 1 zbioru Cantora,
dla ktoérych .1 = 0. Wtedy

€[0.xy...2,,0.mq ... 2,1].

Dhugo$é przedziatu wynosi 37"~1. Mamy 2" takich przedzialéw, wiec opisane
wyzej liczby sa zawarte w skonczonej sumie przedzialéw o sumarycznej dtu-
gosci 27371 Liczby zbioru Cantora, dla ktérych x,,; = 2 mozna uzyska¢
z liczb, dla ktérych z,.1 = 0 poprzez dodanie liczby 0.0...02 = 2 - 3771,
Zatem zbiér C jest zawarty w sumie przedziatléw o sumarycznej dhugosci
2n+t13-n=1 Stad wynika, ze zbiér ten jest miary zero. O

Twierdzenie 2.4. Ograniczona funkcja f(x) na przedziale |a,b] jest calko-
walna w sensie Riemanna wtedy i tylko wtedy, gdy zbior punktow niecigglosci
funkcji f(x) ma miare zero.
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Dowdd. Dla liczby 0 > 0 i punktu a < z < b okreslmy wielkos¢

callia)= swp |f@) = @)= sw f@)= inf @),
|z" —z|<8

Niech
w(f,a) = lim ws(f,2) = inf ws(f, ).
Liczbe w(f,x) nazywamy oscylacja funkeji f w punkcie z.
Lemat 2.5. Ograniczona funkcja f na przedziale jest ciggla w punkcie x

wtedy 1 tylko wtedy, gdy w(f,z) = 0.

Dowdd. Zatézmy, ze f jest ciagta w x. Wtedy dla liczby € > 0 istnieje 6 > 0
taka, ze za warunku |2/ — z| < § wynika |f(2') — f(z)] < €/2. Wtedy dla
|z’ — x| <0, |2 — x| < otrzymujemy

1f(@) = f@")] <|f(@) = f(@)] + [ f(") = f(@)] <e.
Stad
w(f,z) <ws(f,z) <e,

czyli w(f,z) = 0.

Jesli w(f,x) =0ie >0, tows(f,z) < e dla pewnej liczby § > 0. Wtedy
dla |2’ — x| < ¢ otrzymujemy |f(2') — f(z)| < e. To oznacza, ze funkcja f
jest cigglta w punkcie x. O]

Wracamy do dowodu twierdzenia. Zatézmy, ze funkcja f jest catkowal-
na w sensie Riemanna na przedziale [a, b]. Niech X oznacza zbiér punktéw
nieciggtosci funkcji f, czyli

X ={z :w(f,z) >0}
Oznaczmy

X, = {:c cw(f,z) > 711}
Wtedy

X = X,

n=1
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Wystarczy pokazaé, ze X, jest miary zero dla dowolnej liczby n. Z catkowal-
nosci funkcji f istnieje podzial P = {zg,x1,...,xn} przedziatu [a,b] taki,
ze

N €
> (M — my)Aw; < —,
i=1 n
gdzie m; i M; oznaczaja kresy dolny i gérny funkcji f na przedziale [x;_1, z;].
Podzielimy liczby 1,2,..., N na dwa podzbiory A i B. Do A zaliczymy, te
wskazniki ¢, dla ktérych X,, ma niepusty przekréj z przedziatem (x; 1, z;).
W zwigzku z tym B sklada sie z tych liczb 4, dla ktérych X, N (z;_1,z;) = 0.
Wtedy

Xn g U[l’i,h.’ﬂi]U{l’o,l’l,...,l']\[}. (21)
icA
Zauwazmy, ze jesli ¢ € A, to M; —m; > — St@d wynika, ze

N
—ZAmZ > (M; —mg) Az < (M; —my) A:UZ<—
ZEA i€EA i=1
czyli
> Az <e.
i€A
Na podstawie ({2.1) wnioskujemy, ze X,, jest miary zero.
Odwrotnie, zat6zmy, ze zbiér X jest miary zero. Dla liczby € > 0 istnieja
przedziaty (a,,b,) takie, ze

U Qn, n)7 Z b _an

Dla z € [a,b] \ X mamy w(f,x) = 0. Zatem istnieje liczba J, > 0 taka, ze
ws, (f,z) < e. To oznacza, ze jesli V,, = (x—04, v+9,), to My, (f) — my, (f) < e.
Mamy

[a,6] € (an, b,) U ([a,b] \ X) C Uan, DU U Ve
n=1 n=1 z€la,b\X

Lemat 2.6. Jesli przedzial [a,b] jest zawarty w rodzinie przedziatéw (cy, dy),
A€EA, to

[CL,b] - (C)qu)q) U (C/\17d>\1> u...u (c/\K7d)\K)

dla pewnego skorniczonego podzbioru Ay, Aa. .., \k.
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Dowdd. Dla ustalonego parametru A istnieja dwa ciagi ¢y, 1 dy, 0 wyrazach
wymiernych spekiajace

e/ ean < dyy, dy.
Wtedy
[a’ b] - U (C)\a d)\) = U U (C)\,Tu dA,n)-

A€A AEA n=1
Ta rodzina przedziatow otwartych jest przeliczalna, zatem

o0 o0
[av b] - U (C>\k7nk7 dkk,nk) - U (CAk’ d>\k>7
k=1 k=1
dla pewnego ciggu parametrow A; i pewnego ciggu liczb naturalnych ny.
Zatézmy, nie wprost, ze

[a’7 b] Z kL_J (C)\k7 d)\k)

dla dowolnej wartosci K. Tzn. istnieje punkt zx € [a,b] lezacy poza (¢, , d,)
dla k = 1,2,..., K. Ciag zx zawiera podciag zbiezny do punktu z [a,b]
z twierdzenia Bolzano-Weierstrassa. Oznaczmy symbolem z, granice tego
podciagu. Wtedy zq € (cy,,dy, ), dla pewnego L. Ale w przedziale (cy,,d),)
nie ma zadnego z punktow zx dla K > L. Zatem xq nie lezy w (cy,,dy, ), cO
prowadzi do sprzecznosci. O

Z lematu otrzymujemy

N K
0,8 € Ufanb) U U Vi
n=1 k=1
Niech P bedzie podziatem przedziatu [a,b] takim, ze kazdy jego domkniety
podprzedzial jest zawarty w jednym z przedziatow (a,,b,) dlan=1,2... N
lub V,, dlak=1,2,..., K. Wtedy

UP, f)— L(P, f) < e(b—a) + 2Mze,

gdzie M = sup |f(z)|. Ostatnia nieréwnos$¢ wynika z faktu, ze jesli przedziat
a<z<b

podzialu jest zawarty w przedziale postaci (an,by), to rozpieto$é wartosci
funkcji na tym przedziale jest nie wieksza niz 2M, a suma dlugosci takich
przedzialéw jest mniejsza niz €. Z kolei jesli przedzial podziatu jest zawarty
w pewnym V,, , to oscylacja funkeji f na tym przedziale jest mniejsza niz
a suma dtugosci takich (wszystkich) przedzialow nie przekracza b —a. [
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3 Calka Riemanna-Stieltjesa

Niech « : [a,b] — R bedzie funkcjg rosnaca (niekoniecznie $cile rosnaca)
spetniajaca a(a) < a(b). Mozna traktowaé przedzial [a,b] jako pret wyko-
nany z niejednorodnego materiatu, dla ktérego wielko$¢ a(z) oznacza mase
fragmentu preta od punktu a do punktu z. Dla podziatu P = {zg, z1, ..., 2,}
przedziatu [a, b] okreslamy

Aw; = afz;) —alxi—y), i=1,2,...,n

Dalej dla ograniczonej funkcji f : [a,b] — R definiujemy sumy gérne i dolne
wzorami
U(P,f,Oé) :ZMiAai; 7) f Oé ZmlAa“
i=1
gdzie
My= suwp  f(z), omi= inf_ f(x)
ri_1<r<z; ZTi—1<TLT;

Podobnie jak przy zwyktej catce Riemanna okreslamy catki gérne i dolne

1nfU(77 f,a).

\QM

/b —supLPf,

Jesli / f(z)do(z / f(z) da(z), to méwimy, ze funkcja f jest catkowalna

b

wzgledem funkcji i wspdlng warto$é oznaczamy symbolem / f(x)da(z).

Calka nosi nazwe calki Riemanna-Stieltjesa. Catkowalnos¢ zapisujemy w
skrécie poprzez f € R(a). Dla a(z) = x otrzymujemy zwykte pojecie catki
Riemanna.

Przyktady

NN

(a) a:[0,2] — R, a(z) = {0 (1)

(b) a:[0,1] — R, a(r) = 22
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W przyktadzie (a) rozwazmy podziat

1 1
P = {O,l—n,1+n,2}.
Wtedy
L(P,, fa)= inf  f(zx), U(Pn fa)= sup f(x).

1-f<a<l+g 1-lgagi4d
Jedli funkcja f(x) jest ciagta w punkcie 1, to
L(Paf.0) — F(1), U(Pay f.a) — f(1).
Niech P* bedzie rozdrobnieniem podziatu P, tzn. P C P*. Wtedy
L(P, f,a) < L(P*, f,a), U(P*, f,a) <U(P, f,«).

Uzasadnienie jest identyczne jak dla zwyktej catki Riemanna. Z tych nieréw-
nosci wynika, ze dla dowolnych dwu podziatow P; i Py mamy

L(Py, f,a) K U(Po, f, @),

co pociaga b ;
| f@)da(2) < [ f(z)da(a).

Podobne rozumowanie jak dla zwyktlej catki Riemanna prowadzi do nastep-
nego twierdzenia.

Twierdzenie 3.1. Warunek f € R(«a) jest spetniony wtedy i tylko wtedy,
gdy dla dowolnej dodatniej liczby ¢ istnieje podzial P przedzialu [a,b] taki, Ze

U(P, f,a) — L(P, f,a) <e.

Twierdzenie 3.2. Jesli dla podziatu P = {xo,z1,...,2,} @ liczby ¢ > 0
spetniony jest warunek U(P, f,a) — L(P, f,a) < €, to dla dowolnego wyboru
punktow s;, t; z przedziatu [x;_1, ;] mamy

n

S oIf(si) = ft)|Aa; < e.

i=1
Ponadto jesli f € R(«), to

n

> f(t)Aai — [ f(@)da(a)

=1

< €.
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Dowdd. Mamy |f(s;) — f(t;)| < M; —m;. Zatem

n

S F(s1) = F(E) A < 3 (M — m)Aas = U(P, fra) — L(P, f.a) < ¢
=1

=1

Jedli f € R(«), to

L(P, f,a) < /bf U(P, f.0)

oraz

L(P. f.0) <3 f(t)Aay < U(P, f.)
=1

dla dowolnego wyboru punktéw t; z [x;_1, z;]. Zatem

if(t,;)Aozi — /f(x) da(x)| < U(P, f,a) — L(P, f,a) < ¢

Twierdzenie 3.3. Jesli f(x) jest funkcjq ciggla na [a,b], to f € R(«).

Dowéd. Przy dowodzie skorzystamy z Twierdzenia[3.1] Ustalmy liczbe e > 0.
Dla liczby n > 0 istnieje liczba § > 0, taka, ze

s =t <6 = [f(s) = fF(D)] <m.

Niech P bedzie podziatem przedziatu [a,b] na n réwnych czesci tak, aby

h—
a<§. Wtedy M; —m; <ndlai=1,2,...,n. Stad
n

UP, f,a)— L(P, f,a) = Z(M m;)Aa; < HZA%

- nznjl[aw ~ 1)) = nladd) - ala).

Wystarczy teraz przyja¢ n = é. O
a(b) — afa)

Twierdzenie 3.4. Jesli a(x) jest ciggla na przedziale [a, b], natomiast funk-

cja f(x) jest monotoniczna na [a,b], to f € R(«).
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Dowdéd. Rozpatrzymy przypadek funkeji rosnacej f(x). Dla ustalonej liczby
naturalnej n rozwazmy wielkosci

b) —
ala) < a(a) + iM <
n
Z wtlasnosci Darboux istnieja punkty z; € (a,b) takie, ze

b) —
a(w;) :Oé(a)—i-iM, i=1,...,n—1.
n
Przyjmijmy zg = a i x, =b. Wtedy z¢p < 21 < ... < x,, oraz
b) —
AOJ,L' = Og(ajz) — O{(miil) — M
n

Dalej dla P = {xg, x1, ..., z,} otrzymujemy

UP. f.0) ~ 1P, f.0) = DD 520 )
- A= S35y — o) = P 110) — o)

Jesli n jest dostatecznie duze, to prawa strona jest mniejsza niz z gory usta-
lona liczba € > 0. [

Twierdzenie mozna uogdlni¢ dopuszczajac skoniczenie wiele punktow
niecigglosci catkowanej funkcji.

Twierdzenie 3.5. Niech f(x) bedzie funkcjg ograniczong na |a,b] majacq

skoticzenie wiele punktow niecigglosci. Zaloimy, Ze funkcja o(z) jest ciggla

w kazdym punkcie niecigglosci funkeji f(x). Wtedy f € R(«).

Dowdd. Ustalmy € > 0. Oznaczmy M = sup |f(z)|. Niech k oznacza licz-
<

be punktéw nieciaglosci funkeji f(z). KaZ&y\taki punkt nieciggtosci lezy w
przedziale [u;,v;] C [a,b], i = 1,2,... k takim, ze
a(v) — aluj) < %, j=12,... k.

Mozna przyja¢, ewentualnie zwigkszajac u; i zmniejszajac vj;, ze przedziaty
[u;,v;] sa roztaczne, tzn.

U <V < Uy <V < oL < U < Vg
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Ponadto mozemy przyjaé¢ (w razie potrzeby poszerzajac przedziaty), ze kazdy
punkt nieciagltodci funkcji f(z) lezacy w (a,b) lezy w (u;,v;) dla pewnej
wartosci j. Punkty a i b moga by¢ tez punktami nieciaglosci funkcji f(z).
Wtedy a lezy w [a,vy) oraz b lezy w (uy, b)].

Usunmy przedzialy (u;,v;) z [a, b]. Pozostaty zbior

k

K = [a,b] \ | (u, v;)

Jj=1

sktada sie ze skonczonej liczby domknigtych przedziatéw. Funkcja f(z) jest
jednostajnie ciggla na zbiorze K. Istnieje wiec liczba 0 > 0 taka, ze jesli
s,t € K oraz |s —t| <4, to |f(s) — f(t)] <e.

Niech P = {x¢,x1,...,2,} bedzie podziatem przedziatu [a,b] o wlasno-
Sciach:

(a) P zawiera wszystkie punktu u; 1 v;.
(a) P nie zawiera punktéw z (u;, v;) dla zadnego j.

c) Jesli x;_1 jest rézny od u; (czyli (x;_1,x;) nie jest postaci (u;,v;)), to
j j» Yj
Ti— i < 0.

To oznacza, ze przedziaty podziatu P zlozone sg z przedzialéw [u;,v;] oraz
z przedzialow pomiedzy nimi, o dtugosci mniejszej niz 6.

Zauwazmy, ze M; —m; < 2M dla kazdegoi = 1,2,...,noraz M;—m; < ¢
jesli @;_; jest rozny od u,;. Niech A oznacza zbiér indekséw ¢, dla ktérych ;¢
jest rézny od u;. Zbiér pozostatych indekséw oznaczymy symbolem B. Wtedy

n

U(Pa f: Oé) - L<P7 f7 CK) = Z(Ml - mz>Aaz

i=1
i€A i€B i€A i€B
<Y Ao+ 2Mk% = [a(b) — a(a) + 2MM].

i=1

O

Uwaga. Zalozenia w twierdzeniu sg istotne. Niech

0 0<z<l1
1 1<x<2.

f(z) = alz) = {
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Rozwazmy dowolny podziat P przedziatu [0,2]. Niech z; bedzie punktem
podziatu o najmniejszym wskazniku takim, ze z; > 1. Wtedy z;_; < 1.
Funkcja f(z) jest stala na kazdym przedziale [x;_1, ;| dla i # j. Zatem

n

U(P, f,a)=L(P, fa) =Y (Mi—m;)Ac; = (M;—my)[a(z;) —a(z;-1)] = 1.

i=1

To oznacza, ze f ¢ R(«a), czyli a ¢ R(«).

Okredlmy funkcje

(2) 0 0<z<1

T) =

g 1 1<z<2

Funkcja g(x) jest rowna funkcji f(z) we wszystkich punktach = # 1. Mamy
g € R(a). Rzeczywiscie, niech P bedzie podziatem zawierajacym punkt 1 =
x;. Funkcja o(z) jest stala na kazdym przedziale [z;_, ;] dla i # j. Tzn.
Aa; = 0 dla i # j. Jedynie na przedziale [z;_1,z;] = [z;_1, 1] funkcja a(x)
nie jest stata. Ale M; —m; = 0, bo funkcja g(x) stala na przedziale [z;_1, 1].

Zatem
n

U(Paga a) - L(Paga a) = Z(Ml - m2>Aa'L =0.
i=1
Wszystkie twierdzenia dotyczace arytmetycznych wtasnosci catki Rie-
manna sg prawdziwe rowniez dla catki Riemanna-Stieltjesa, bez zmiany do-
wodéw. Ponadto

< Ma(b) — ala)], gdzie M = sup |f(z)]. (3.1)

a<z<b

e

Rzeczywiscie
UP, f,a) = > MAa; < MY Aoy = M[o(b) — a(a)],
=1 i=1

L(P, f,a) = imiAoz,- > —MiAai = —MJa(b) — ala)].

i=1
Ponadto jesli f € R(a1) NR(aw), to f € R(ay + ag) oraz

b b b

/ F2)d(ar + an)(z) = / F(a)dan (z) + / F(@)das(z). (3.2)

a a a
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Istotnie teza i wzor wynikajg z rownosci

U(P, f, aq + Ozg) = U(P, f, 011) + U(P, f, O./Q),
L(P, fyar +az) = L(P,f,aq) + L(P, f, ).

Podobnie mozna uzasadnié, ze jesli f € R(a) it >0, to f € R(ta) oraz
b b
[ r@te)@) =t [ f(@)dat)

Twierdzenie 3.6. Jeslia < ¢ < b oraz funkcja f(x) jest ograniczona i ciggla

w punkcie ¢, to dla
0 <c,
o) = { r<c

1 x>c,

mamy

Dowdéd. Rozwazmy podziat

1
P, = {a,c,c+ ,b}.
n
Wtedy
UPufrad) =  swp (@) — f(e),
céxéc#»%
L(Pnyfaac> = inf 1f((L’)T>f<C)
céwic—i—%

]

Twierdzenie 3.7. Niechd, > 01 Z d, < o0, orazc, bedzie ciggiem roznych

n=1
punktow przedziatu (a,b). Dla funkcji

a(x) = idnacn (x)

i funkcji f(x) cigglej na przedziale [a,b] mamy

[ (@) =3 dufen)
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Dowdéd. Szereg okreslajacy funkcje a(z) jest zbiezny w kazdym punkcie i
a(z) jest funkcja rosnaca. Ponadto a(a) = 01 a(b) = Z d,. Dla ustalonej

n=1
liczby € > 0 wybierzmy N tak duze, aby
Y dy<e
n=N+1

Niech

N o0

ar(z) = Z dn ac, (2), az(z) = Z dn A, ()
n=1 n=N+1

Funkcje a;(x) i ag(z) sa rosnace oraz a(z) = ai(x) + az(x). Na podstawie
Twierdzenia i wzoru (3.2)) otrzymujemy

a n=1 n=1
Poniewaz .
ar(b) —az(a) = Y. d,<e,
n=N+1
to

W rezultacie dostajemy

b

[ 1) dat@) = 3 dufen)

a

< Me.

Gdy N — o0, to
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Uwaga. Dla a = 0, b = 1 oraz d,, = 27" niech ciag ¢, sktada si¢ ze
wszystkich liczb wymiernych z przedziatu (0, 1). Mozna pokazaé, ze a(x) jest
nieciagla w kazdym punkcie wymiernym przedziatu (0, 1). Zadanie Udowod-
ni¢, ze ograniczona funkcja f(x) na przedziale [0, 1] jest catkowalna wzgledem
funkcji a(z) wtedy i tylko wtedy, gdy f(z) jest ciagta w kazdym punkcie wy-
miernym przedziatu.

W pewnych przypadkach catke Riemanna-Stieltjesa mozna zamieni¢ na
catke Riemanna.

Twierdzenie 3.8. Zaldzmy, ze funkcja o(x) jest rozniczkowalna w przedziale
la,b] oraz funkcja o/ (x) jest calkowalna w sensie Riemanna na przedziale
la,b], (np. o/(x) jest ciggla). Wtedy warunki f € R(«a) oraz fo! € R sq
rownowazne. Ponadto

/ f(e)dofa / fla
Dowdd. 7 zatozenia dla liczby € > 0 istnieje podzial P = {xg,z1,...,2,}
przedziatu [a, 0] taki, ze
U(P,d') — L(P,d) < e. (3.3)
Z twierdzenia Lagrange’a otrzymujemy
Aa; = afx;) — o) = o (t;) Ay,

dla pewnych punktéw ¢; € [x;_1,2;], i = 1,2,...,n. Dla dowolnego wyboru
punktéw s; € [z;_1, x;] dostajemy

Z o/ (t;) — & (s3)|Azy <D [Mi(a) — my(a)] Az,
=U(P,d)— L(P,d) <¢
Oznaczmy M = sup |f(x)|. Wtedy

a<x<b

Z f( sz Z f Sz Sz A.I‘,L

i=1

Z f(s:)Aa; — Z f(s:)a (s;)Ax;

n

S Xn: |f(si)| |/ (t:) — o ()| Awy < MY | (8;) — o' ()| Awy < Me.

i=1 i=1
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Zatem

> f(si)Aa; < Zf "(si)Az; + Me < U(P, fa') + Me.

Obliczamy kres gorny lewej strony wzgledem punktéw s; z [z;_1,x;] 1 otrzy-
mujemy

UP, f,a) <U(P, fa') + Me.

Podobne rozumowanie daje nieréwnosé
U(P, fa!) < U(P, f,a) + Me.

Dostajemy wiec

|U(P, f,a) = U(P, fa')| < Me. (3.4)

Warunek (3.3) pozostaje spelniony, gdy podzial P zastapimy rozdrobnie-
niem, czyli podzialem P’ O P. Zatem warunek (3.4)) bedzie spetniony dla

P’ D P. Zatem
/f ) do(x /f < Me.

Poniewaz ¢ jest dowolna liczbg dodatnia, to

[ rerantor= [

Podobnie otrzymujemy

O

Przykltad. Rozwazmy pret o dhugosci 1. Moment bezwtadnosci preta
przy obrocie wokoét osi prostopadtej do preta, przechodzacej przez punkt po-
czatkowy preta (z = 0) wynosi

/1:1:2dm(a:),
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gdzie m(x) oznacza mase fragmentu preta odpowiadajacego [0, z], Jesli m/(z) =
o(x), to

/ledm(a:) = /1.1'2@(1’) dx.

Jedli catkowita masa preta jest umieszczona punktach =, , n=1,2,..., to

1 o0
/xz dm(z) =Y zomy,
0 n=1

gdzie m,, oznacza mase¢ umieszczona w punkcie x,,.

4 Funkcje wielu zmiennych
Bedziemy rozwazaé¢ funkcje okreslone na podzbiorze A C R™ o wartosciach

rzeczywistych. Wiekszo$é teorii dotyczy n = 2 lub n = 3. Punkty w R?, R3
lub R™ bedziemy oznacza¢ odpowiednio przez

(x,y), (x,y, 2), r=(x1,2Ta,...,Ty).
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Przyktady.
f(z,y) =zy pole prostokata o bokach x,y > 0,
flz,y,2) =zyz objetos$¢ prostopadtoscianu,

flz,y,2) = N et potencjal grawitacyjny, (x,y, z) # 0.

W przestrzeni R” rozwazamy metryke

d(z,y) = | > (ze —y)? = o —yll, edde |z =,|> ;.
k=1 k=1

Twierdzenie 4.1. ||z +y|| < ||z] + ||y

Dowdd. Mozemy zatozy¢, ze z,y # 0, tzn. ||z||, ||y|| > 0. Mamy
[z +yll* = > (wr +yp)? Z + DY+ 2D Ty,
k=1 k=1 k=1 k=1
(el + I = Nl + Iyl + 202l 1y = >k + > i + 2l ]l

k=1 k=1

Wystarczy udowodnié, ze

> iy < [zl yll = | X @iy | > vk (4.1)
k=1 k=1 k=1

Skorzystamy z nieréwnoéciﬂ
2

b
2ab<Aa2+X A > 0.

Wtedy
szkyk AZWF Zyk All]* + ||y||2~

Przyjmijmy A = ——. Wtedy prawa strona ostatniej nieréwnosci bedzie réw-

na 2|zl [yl O

Vv

b\ 2
5Po przeksztalceniu (\F)\a - > 0

VA
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Uwaga. Mozna sprawdzi¢, analizujac dowdd, kiedy w (4.1)) otrzymujemy

rownos¢. Obie strony zeruja sie, gdy jeden z wektoréw x lub y jest zerowy.

\/X’

Dla niezerowych wektoréw dla pewnej dodatniej liczby A mamy v Az; =

tzn. wektory x i y sa rownoleglte i majg ten sam zwrot.
Whniosek 4.2 (Nieréwnos¢ trojkata).
d(z,z) < d(z,y) + d(y, z).
Dowdd.
d(x, 2) = lz—z[| = [[(z =)+ (y = 2)| < [le =yl +ly — =] = d(z,y) +d(y, 2).
O
Uwaga. Z wniosku wynika, ze
|d(x,z) — d(y, z)| < d(z,y). (4.2)
Rzeczywiscie, mamy
d(z,z) < d(,y) +d(y,2),  dly,2) <d(y,z) +d(z, 2).
Zatem
d(z,z) = d(y,z) < d(z,y),  d(y,2) —d(z,2) < d(z,y).

Stad otrzymujemy (4.2)).

Definicja 4.3. Podzbior A C R? nazywamy otwartym, jesli dla kazdego punk-
tu (zo,Y0) w A mozna znaleZé liczbe § > 0 takq, ze jesli d((x,y), (xo,y0)) < 6,
to (z,y) lezy w A. Warunek d((z,y), (o, yo)) < 0, oznacza, ze

(z = 20)” + (y — vo)* < &%
Czyli koto otwarte o srodku w (xg,yo) @ promieniu § lezy w A.

Przyklad. Zbiory A = {(z,y) : 22 +y*> <1}, B={(x,y) : 2> +y* > 1} sa
otwarte. Rzeczywidcie, jesli z2+y2 < 1, to mozemy przyjac¢ § = 1—+/x3 + 4.

Dla 22 + y2 > 1 przyjmujemy 6 = /23 + y2 — 1.
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4.1 Granica funkcji wielu zmiennych

Przypu$émy, ze funkcja f(x,y) jest okreslona w kole otwartym o §rodku w
(20, Yo), by¢ moze z wytaczeniem punktu (xg, y9). Méwimy, ze funkcja f(z,y)
ma granice L w punkcie (xq,yo) jesli wartosci f(z,y) leza blisko wartosci L,
gdy punkt (z,y) lezy blisko (z¢,yo), ale (z,y) # (xo,yo). Tzn.

Ve >030 >0Vr,y {d(z,y), (xo, %)) <0 = |f(z,y) —L| <e}

Piszemy wtedy lim  f(z,y) = L.
(z:y)—(0,y0)

Przyktady.
a lim o= x, lim = 1p.
@) o BT = % (o By ¥ 0
2 g2 2% — P
b lim ——. Oznaczm T = Wted x,0 1,
()()(00)x2+y y f(z,y) 2+2 y f(z,0) =
oraz f(0,y) = —1. Zatem granica nie istnieje.

(c) Niech g(z,y) = [f(z,y)]?, dla f(x,y) z przyktadu (b). Wtedy g(z,0) =
g(0,y) =1, ale g(z,z) = 0. Stad granica ( l)iH%O O)g(a:,y) nie istnieje.
z7y - bl

m3+y3

lim
(z,)—(0,0) 2 + y?

(d)

. Mamy

2 + y?| < Jz)2® + [yly* < (|z| + |y))(z* + v°).

Zatem 23 |
> +y
R <lllvl S0 @
x (z,y)—(0,0)
Mozna tez przeprowadzi¢ rozumowanie z uzyciem wspotrzednych bie-
gunowych. Dla = = rcosf i y = rsinf warunek (z,y) — (0,0) jest
réwnowazny warunkowi r — 07, bo r = 2% 4 y%. Wtedy
+y* r3(cos® 0 +sin®f)

3 .3
i = = r(cos” 0 +sin° ) — o — 0,

bo |cos? 6 + sin® ] < 2.
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Zadanie. Wskazaé funkcje f(x,y) taka, ze lilgl+ f(ta,tb) = 0 dla dowolnego
t—
wektora (a,b) # (0,0), ale granica funkcji f(z,y) w punkcie (0, 0) nie istnieje.

Uwaga. Zapis stosowany w niektérych podrecznikach

lim f(xz,y) =1L

T—T0
Y—Yo

jest mylacy, bo sugeruje, ze x # xg i y # yo. Przy obliczaniu granicy

lim  f(z,y)

(z,y)—(z0,y0)

wymagamy, aby (2,y) # (%o, %o)-
Dziatania arytmetyczne na granicach sg spelione tak jak dla funkcji jed-
nej zmiennej. Na przyktad ponizej korzystamy ze wszystkich takich dziatan.
3, .3 —1)3 4+ 33
im x—i—y:( S +3 = 2,6.
(@y)—(-13) 22 +y>  (—1)2 432

Prawdziwe jest tez twierdzenie o podstawianiu.

Twierdzenie 4.4. Jesli ( )lir(n )f(m, y) = L oraz funkcja g(t) jest ciggla
z,Yy)—(Zo,Y0
w punkcie L, to

i o) = oD =a (i fe).

(:E,y)—>(930,y0) (Z,y)—>(20,y0)

Przyklad.

; ) . 1
| 1 = = 1 logt =log = = —1.
()mlet) O @ t=2 tLHll o e

Definicja 4.5. Mowimy, ze funkcja f(x,y) jest ciggla w (zo,yo) jesli jest

okreslona w pewnym kole wokét (xo,yo) oraz )lim f(z,y) = f(zo, o).
z,Y)—(Zo,Y0

Przyktad. Funkcja f(z,y) = sin 5 jest ciagta w kazdym punkcie.

1422 +
Dla zbioru A C R? i punktu p zbioru A mogg zdarzy¢ sie dwa przypadki.
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(1) p lezy w A z pewnym koltem wokét siebie. Tzn. p nalezy do wnetrza
zbioru A.

(2) Kazde koto o srodku w p zawiera punkty ze zbioru A i spoza zbioru A.
Tzn. p lezy na brzegu zbioru A.

Whnetrze i brzeg zbioru A oznaczamy symbolami int A oraz bd A, odpowied-
nio.

Przyktad. A = {(z,y) : |z|+|y| < 1}. Wtedy int A = {(z,y) : |z|+|y| < 1}
oraz bd A = {(x,y) : |z| + |y| = 1}.

Moéwimy, ze funkcja f(x,y) jest ciagta na zbiorze A jesli f jest okreslona
na A, cigglta w kazdym punkcie wewnetrznym oraz dla punktéw brzegowych
(20, Yo) spehia

( lim f(z,y) = f(zo, o).
o,9)—(20,30)
(z,y)€A

Przyktad. A =0, 1] x [0, 2] oraz

d—z—y (z,y) €A,

0 (z,y) & A.

Funkcja f jest ciggta na A, tzn. gdy rozwazamy ja tylko na zbiorze A. Ale f
nie jest ciggla na R2.

Przyklad. B = {(x,y) : 2* + y*> < 1} oraz

ﬂ%wZ{

1—1’2—y2 (x,y)EB,

ﬂ%@Z{O (t.)) ¢ B.

Funkcja f jest tym razem ciggla na R%. Mozna potraktowaé¢ f jako zlozenie
g(h(z,y)), gdzie h(x,y) = 1 — 2* — y* oraz g(t) = max(t,0). Obie funkcje
sg ciggle. Z twierdzenia o podstawianiu wynika, ze ich ztozenie jest funkcja
ciagla.

Zadanie. Wskazaé¢ funkcje f(z,y) ciagta w kazdym punkcie (z,y) # (0,0)
taka, ze liron+ f(ta,tb) = 0 dla dowolnego wektora (a,b) # (0,0), ale granica

t—
funkcji f(x,y) w punkcie (0,0) nie istnieje.
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5 Pochodne czgstkowe

Definicja 5.1. Zaldzimy, Ze funkcja f(x,y) jest okreslona w otoczeniu punktu
(x0,Y0). Pochodng czqstkowq wzgledem x funkcji f w punkcie (xq,yo) okre-
Slamy wzorem

of

3*(370, Yo) = ]llin% f(zo + R, yo) — f (o, yo).
€ —

h
Podobnie okreslamy pochodng czgstkowq wzgledem y

of . flxo,yo + h) — f(z0,90)
@(xoyyo) = }lllg}) h .

Aby obliczy¢ a—(:vo,yo) i a—(xg,yo) wystarczy zna¢ wartosci f(x,y) na
xz Y

fragmentach dwu prostych przechodzacych przez punkt (zo,yo).

Uwaga.
af B d of B d
or (5U0>y0) = *dxf(%yo) zzxo, 7(9y (»’an 3/0) = *dyf(t??oay) —0

Przyklad. f(z,y) = 24zy—5x?y. Chcemy obliczy¢ obie pochodne czastkowe

w punkcie (1,2). Mozemy to zrobi¢ na dwa sposoby.

(a) Obliczamy Iz i 0 w dowolnym punkcie i po wykonaniu obliczen pod-

x Y
stawiamy (1,2). Mamy
of of 9
— =24y — 10 — = 24z — bz“.
5 Y xy, 3y T T
Zatem
of af 9
—(1,2)=24-2—-10-2=28 —(1,2)=24-1-5-1°=19.
81'(7 ) ? 8?](’ )

(b) Obliczamy f(z,2) oraz f(1,y).
f(z,2) = 48z — 1022, f(1,y) = 24y — 5y = 19y.

Dalej

of _ _d ) B B
%(1,2) = %f(x,Q) :6:1—%(48x 10z )H_(48 20z) H_z&
of d d

--(L,2) = —f(1, = 19 = 19.

oy b = g /) =g (0]
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Przyktad.
w3y — 2y
f(x,,y) — .1‘2 + y2 (27, y) 7é (07 0)7 (51)
0 r=1y=0.
: of
Dla (z,y) # (0,0) obliczamy e
x
of B2y =)@ +¢%) — (2%y —ay’)22 o'y +daPy’ —y° (5.2)
or (22 +y2)2 o (22 + y2)2 ) ’
Ze wzoru f(y,x) = — f(x,y) otrzymujemy
8 4 4 3,2 _ .5
[ my ety - (5.3)

dy (@)
Poniewaz warto$¢ f(0,0) jest okreslona osobno pochodne czastkowe w punk-
cie (0,0) musimy obliczy¢ inaczej. Mamy f(x,0) = 0 oraz f(0,y) = 0. Zatem

of of

—(0,0) = ==(0,0) = 0. 5.4

5 (0.0) = 5£0.0) (5.4
Twierdzenie 5.2. Zaldzmy, ze funkcja f(z,y) ma pochodng czqstkowq wzgle-
dem x w prostokgcie (a,b) x (c,d). Wtedy dla punktow (x1,y) i (v2,y) 2 tego
prostokgta mamy

of

f(x2,y) — f(z1,y) = %(Cay) (zg — 71),

dla pewnej liczby C lezgce) pomiedzy x1 i x5.
Podobnie jesli funkcja f(x,y) ma pochodng czqstkowq wzgledem y, to

[ y2) — flz,) = g;(fﬁ,n) (y2 — 1),

dla pewnej liczby n lezgcej pomiedzy yy 1 Yo.

Dowdéd. Rozwazamy funkcje jednej zmiennej x — f(x,y) na przedziale (a, b).
7 twierdzenia Lagrange’a otrzymujemy

Fray) = ) = foy) (=) = (G ) (2= 1)

r=C



Pochodne czastkowe 58

5.1 Wyzsze pochodne czastkowe
of

0
Dla funkcji f(z,y) pochodne czastkowe 8f i 5, 52 Znowu funkcjami dwu
Zz Y

zmiennych. Mozemy wiec oblicza¢ pochodne czgstkowe tych funkcji. Nastepne
pochodne czastkowe oznaczamy symbolami

o?f  0*f Pf  0*f
ox?’  Oyoxr’ Oxdy  Oy?’

przy czym w pochodnych mieszanych wykonujemy rozniczkowanie w kolej-
nosci od prawej do lewej strony

Przyklad. f(z,y) = sin(xy?).

87]0_ 2 2 ai_ 2
oy = v eos(a)., 5= 2mycos(ay?),

a2f . 4 - 2 a2f _ 2 3 .: 2

92 = Y sin(xy?), v 2y cos(zy”) — 2xy° sin(xy”),
2 2

;x@fy = 2y cos(zy?) — 229 sin(zy?), gy‘]; = 21 cos(wy?) — 4x*y? sin(xy?).

Zauwazmy, ze pochodne mieszane sa w tym przypadku rowne.

Przyktad. Rozwazmy ponownie funkq@ f(z,y) . ). Obliczymy pochodne

mieszane w (0,0). Ze wzordéw (5.2)), i (5.4) mamy

OF (0.0} — of oy
Zatem o o/
=—1 =1.
5,90 00 =1 5500

Uwaga. Z przyktadu wynika, ze pochodne mieszane nie muszg by¢ sobie réw-
ne. Niedtugo udowodnimy, ze jesli pochodne te sa ciggte w danym punkcie,
to sa w tym punkcie rowne sobie.
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5.2

Regutla tancucha

Dla funkcji jednej zmiennej jesli y = g(u) oraz u = f(z), to

dy  dy du
dr  du dx’

Dla funkcji wielu zmiennych jest wiele mozliwosci ztozenia funkcji.

(a)

Niech z = f(z,y) oraz z = gi(t), y = go(t). Otrzymujemy z =
f(g1(t), g2(t)). Wtedy

de _ 0z dv 0z dy
dt  Oxr dt Oy dt’

d 0z . 0z b de dy . dz b "
zie — 1 — s§ obliczane w z 1 a —, — 1 — sg obliczane w
82 oz 1 By P V&% at tar

Po wykonaniu obliczen trzeba podstawi¢ x = g;(t) oraz y = go(t), tzn.
wynik ma by¢ zapisany w jezyku zmiennej t.

z = f(q;ay) oraz r = g1<u7 ’U), Y= g2(u,v). Ton. 2z = f(gl(uv v),gQ(u,v)).
Wtedy

Jdz 0z Ox 0z Oy

ou_ 0z Oou Oy ouw
0z 0z Ox 0z Oy

0 or v oy v

Pochodne -~ i 2° sa obliczane w (z,y) a pozostale w (u,v). Wynik

or 0Oy

ma by¢ zapisany w jezyku zmiennych u i v.

Przyklad. z = (u® — v?)log(u® + v?). Przyjmijmy x = u® — v?, y = u? + v°.
Wtedy 2z = xlogy.

9 w2 — 2
£ = logy.2u+§.2u:2ulog(u2+v)—|—2uu2+v2,

0 ogy-(—20)+ L9 21(2+2)+2“_v2
— = logy-(—=2v)+ = -2v = —2vlog(u® +v v .
ov &Y Y & u? + v?
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) . . Of af .
Dowdd requly (b). Zakladamy, ze funkcje 5 OTA% 5, 52 ciagte. Mamy z(u, v) =
L Y
f(g1(u,v), ga(u,v)). Przyjmujemy oznaczenia

z = g1(u,v) y = g2(u,v),
S = gl(u+ h,’U) - gl(”av)a = 92(u + h>U) - g2<u7v)‘

Wielkosci s it zalezg od h.

%(u,v) — lim flg1(u+ h,v), go(u+ h,v)) — f(g1(u,v), ga(u,v))
011/ h—0 h
i &8y +t) — fley+ )+ flay+t) — flz,y)
h—0 h

Z Twierdzenia [5.2] mamy

fetsytt)— faytt) = Loyosyros

ox
of
f(xay_'_t)_f(xay) = @<x7y+62t)t7
dla pewnych 0 < 6,05 < 1. Gdy h — 0, to s — 0 oraz t — 0. Zatem
af of 0z
ax(x_’_gl‘s:y—’_t) E)) %(x,y) - %7
af of 0z
— Oot) — — = —.
8y<x’y+ 2 ) h—0 8y(w7y) 8y
Dalej
f_gl(quh,v,)—g(u,v) Og1 _ Oz
h h h—0 Ou (u,v) = ou’
t o 92(u+h7v>) —g(u,v) 892 o 8y
o h o o0 Y T By

0z Ox 0z Oy

Reasumujac, w granicy otrzymamy 92 90 T o9v ou
r Ou y Ou

Przyklad. w = cos(zyz?) oraz x = sint, y = t?, z = €',

do_ 0w dr 0w dy O iz
dt — Or dt Oy dt 0z dt
= —sin(zyz?)yz? cost — sin(zyz?)wz? 2t — — sin(wy2*)2wyz €'

= —sin(t?e* sint) [t2e* cost + 2te* sint + 2t%e* sint].
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Przyktlad. Goéra piasku w ksztalcie stozka rosnie w tempie 4 litry na sekunde,
a promien podstawy r rosnie w tempie e~ decymetrow na sekunde. W jakim
tempie rosnie wysokos¢ w momencie, gdy V = 601 oraz r = 6dcm 7

Mamy V = smr?h. Zatem

_3V
o2

h

Wielkosci h, V' i r sg funkcjami czasu t. Otrzymujemy

dh _OhdV Ohdr 31 32V

-

@ v Tordt ar ap©
Niech ¢y oznacza moment czasu, gdy V' = 601 oraz r = 6 dem. Wtedy
dh 31 32-60 "
— =——-4—— e (d k).
dt t=tg m 62 m 63 ¢ ( Cm/Se )

dr
Ile wynosi r je$li — =¢e™" ?

dt

5.3 Robzniczkowalnos$é funkcji wielu zmiennych

Definicja 5.3. Mowimy, ze funkcja f(z,y) jest rézniczkowalna w punkcie

0
(x0,Y0), jesli istniejg pochodne czqstkowe a = a—(azo,yo), b = 8f(x0,y0)
L Y

oraz

lim | f(xo + h1,90 + he) — f(z0,y0) — ahy — bhy| —o.

(h1,h2)—(0,0) /h% + h%

Uwagi.

(a) Przyrost argumentu od (xg,yo) do (xo + hi,yo + ha) wynosi (hy, ho).
Wielko$¢ \/h3 + h3 jest wiec dlugodcig tego przyrostu.

(b) Dla funkcji jednej zmiennej rozniczkowalnosé oznacza, ze

zo+h)— f(z
fxo + })L f (o) a’f/@O):a-

Tzn.

lim |f(zo + h) — f(x0) — ahl —0
o n




Pochodne czastkowe 62

0
Twierdzenie 5.4. Zalézmy, Ze dla funkcji f(x,y) pochodne czgstkowe af 1
x

50 54 ciggle w punkcie (zo,yo). Wtedy funkcja f(x,y) jest réiniczkowalna w
Y

punkcie (o, yo)-
Dowdd.
f(zo + hy,yo + ha) — f(z0,90) — ahy — bhy
= f(zo+ h1,90) — f(xo,y0) — ahy + f(xo+ h1,y + he) — f(xo+ hi,y0) — bho

- ai(xo"’_elhbyo)hl_afcf(%»?lo)hl"’agj(iﬂo—i‘hl,yo—i-%hz)hz—ajyc(l’o,yo)hz

ox dy dy

A B

= gi(:vo + 01h1,y0) — a—f(;co, yo)] hy+ [8]6(330 + h1, Yo + O2ho) — af(%,yo)] hy

Mamy

|Ahy + Bha| < |Allha| + |Bllho| < |Al\/h + h3 + | B|\/hi + h3
= (|A[+ |B[)\/hi + h3.

Zatem

£ (ot by o+ hy) = flwo. o) —ah —bho| )0y

Ny (h1,h2)—(0,0)

Przyktad. f(z,y) = sin(zy). Mamy
of

9 y cos(zy), o = x cos(xy).

Pochodne czastkowe sa ciagte. Zatem f(z,y) jest rézniczkowalna w kazdym
punkcie. W punkcie (0,0) pochodne czastkowe zeruja sie. Rézniczkowalnosé
oznacza wiec, ze

| sin(zy)|

VI +y? (@y)—(0,0)

0.
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5.3.1 Interpretacja geometryczna rézniczkowalnosci

Wykres funkcji z = f(z,y) jest podzbiorem przestrzeni R3. Rozwazamy obraz
prostej y = yo przez funkcje f(z,y), czyli krzywa (z,v0) — f(z,v0). Ta
krzywa znajduje sie¢ w ptaszczyznie pionowej y = . Checemy znalez¢ styczna
do tej krzywej. Gdyby funkcja f zalezata tylko od zmiennej x, to styczna do
krzywej miataby réwnanie z — zp = f(z¢)(z — x¢). Ale rozwazamy (z,yo) —
f(z,yo). Zatem réwnanie stycznej ma postaé

z — 2y = =—(@o, Tr—x
0 ax( 0; %o) ( 0)
Y=Y
Przy oznaczeniu a = 8—(%, Yo) réwnanie stycznej, to
i
2z —z9 = alx — xg)
Y=Y

Podobnie, rozwazamy obraz prostej x = o czyli funkcje (zo,y) — f(z0,y).
Roéwnanie stycznej ma postac

{ z— 20 = b(y — yo)

r =Xy

0
gdzie b = —f(gco, yo). Te dwie styczne rozpinaja plaszczyzne o réwnaniu

dy
2 — 29 = a(r — x0) + b(y — yo)-

Niech (z,y, z) oznacza punkt na ptaszczyznie odpowiadajacy punktowi (z,y),
w zamysle polozonym blisko punktu (zg,yo). Zatem

z =20+ a(z — ) + by — yo) = f(z0, %) + ahy + bha,
przy oznaczeniach hy =z — 2 i hy =y — yp. Wtedy
|f(z,y) — 2] = [f(zo + h1,yo + h2) — f(x0, yo) — a1 — bhy|.

Reasumujac, rézniczkowalno$é¢ oznacza, ze iloraz odleglosci punktu wykresu
(x,y, f(z,y)) i odpowiadajacego punktu (z,y, z) na plaszczyznie, przez od-
leglos¢ pomiedzy (zo,y0) 1 (2,y), jest maly, gdy (z,y) — (2o,y0). W takim
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wypadku méwimy, ze plaszczyzna z — zp = a(x — o) + b(y — yo) jest styczna
do wykresu w punkcie (g, yo, 20), gdzie zo = f(z0, Yo)-
Podobnie okredlamy rézniczkowalnosé funkeji wielu zmiennych. Funkcja

n zmiennych f(xq,...,z,) jest rézniczkowalna w punkcie (zy,...,z,), jesl
hi,....,x, + hy) — ey Tp) —arhy — ... —ayhy,

lim |f(@1+ Py @+ ) — f2 Tn) — a1l a |:O,
(i) =0 Nrr—
gdzie

o ) o )
a1 = —— (X1, ., Tp), vy Ay = Tiyeeny Tp)e
! o0xy ! ox,, !
Wygodnie bedzie zastosowaé zapis wektorowy
I hy
xr = , h=| 1|, A=(a,...,a,)
T hy,
Wtedy
te;) — 0
aj :11m f(.I'—f— 6]) f(l‘) — f(I),
t—0 t 81’]
gdzie e; jest j-tym wektorem bazowym. Warunek rézniczkowalnosci ma po-
stac
h) — — Ah
fim L@ = F@) = AR o e 0l = B2 £ 2
h—0 172l

Rozwazmy m funkcji fi, ..., fm, kazda zalezna od n zmiennych x4, . . ., x,.

Mozemy utworzy¢ jedng funkcje f(x), ale o wartosciach wektorowych wzorem
xy fi(z)
Rtosx=|: | f(z) = : e R™.

Odwrotnie, kazda funkcja f : R"™ — R™ sklada si¢ z rodziny m funkcji o
wartosciach rzeczywistych.

Przyklad. Rozwazmy odwzorowanie

2?4 232
2 I 3
R > — T1Xo € R°.

i) .
1 SI11 X9



Pochodne czastkowe 65

Wtedy fi(z1,22) = 7 + 3.
Moéwimy, ze funkcja f : R — R™ jest rozniczkowalna w punkcie x, jesli

kazda z funkcji fi,..., fi, jest rozniczkowalna w x. Tzn. dlat = 1,2,...,m
mamy
: B) — fi(x) — A:h
iy i@+ h) = fi(z) — Ash] 0,
h—0 il

gdzie
afi

dx;

().

Czy mozna to objaé¢ jednym zapisem dla funkcji f(x) 7

A= (%’1, . 7ain)7 Qij =

Definicja 5.5. Mowimy, Ze funkcja f : R™ — R™ jest rozniczkowalna w
punkcie x, jesh

o I+ b) = f(@) = AR
= 7]

=0, gdzie A= (a;).

Sprawdzimy, ze faktycznie warunek w definicji oznacza, ze kazda z funkcji
fi jest rozniczkowalna. Skorzystamy z nieréwnosci

< lgl, i=1,2,....m

)
N
R
(s
o
SN
N——
S
3

Otrzymujemy
| filw+h) = fi(x) = Ah| < || f(z+h)—f(2)=AR|| < | fi(a+h)— fi(x)—Ajhl.
7j=1

Z pierwszej nieréwnosci wynika, ze jesli f jest rézniczkowalna w punkcie x
wedtug Definicji to kazda z funkcji f; jest rozniczkowalna w x. Z kolei z
drugiej nieréwnosci wynika, ze jesli kazda z funkcji f; jest rozniczkowalna w
x, to f jest rézniczkowalna w punkcie x wedtug Definicji

Stosujemy oznaczenie A = D f(x), tzn. D f(x) jest macierza wymiaru m x
n ztozong z pochodnych czastkowych. Numer wiersza odpowiada numerowi
funkcji sktadowej, natomiast numer kolumny odpowiada numerowi zmiennej,
wzgledem ktorej obliczana jest pochodna czastkowa.

Przyklad.

T X1 — X2
Rz = < 1) — T1T9 € R3.
x% + a:%
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Wtedy
1 -1 1 -1
Df(z)=|2 = |, Df(L,2)=]|2 1
233'1 21’2 2 4

Lemat 5.6. Zalozimy, Ze dla pewnej macierzy B wymiaru m X n mamy

po G+ ) — f() — Bh)
i 7]

0.

Wtedy B = Df(z).
Dowdd. Mamy

\filz + h) — fi(z) — Bih| < ||f(z + h) — f(z) — Bh|,
gdzie B; oznacza i-ty wiersz macierzy B. Zatem

lim |fi(z + h) — fi(x) — B;h| _
h—0 Al

Niech h = te;. Wtedy
|filz +tej) — filw) —tby| _ . |file+tey) = filz)

0.

0= ] 1—0 t gl
: ofi
Stad otrzymujemy b;; = (x). O
3xj

Lemat 5.7 (nieréwnos¢ Schwarza).
(a1by + agby + ... +apby)* < (af + a3+ ... +a2)(b] + b5+ ...+ b2).

Réwno$é zachodzi tylko wtedy, gdy wektory a = (ay, as, ..., a,) 1b = (b1, bs,. ..
sq rownolegle.

Dowdad.

(a3 +a3+...+a2)(b] + b5+ ... +b2) — (arby + agby + ... + ayby,)?
= Z afb? -2 Z aibiajbj = Z(a?bf + a?bf) -2 Z aibiajbj
i#j i<j i<j i<j
= > _(aibj — a;b;)* > 0.
i<j
Przypusémy, ze w nieréwnosci Schwarza mamy réwnos¢ oraz, ze a;, # 0.
Wtedy a;,b; = a;b;,, czyli wektor b jest wielokrotnoscig wektora a ze wspot-
czynnikiem b;, /a;,. O
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Lemat 5.8. Dla macierzy A wymiaru m x n oraz wektora h € R™ mamy

m n 1/2
[ARI < [Allmsl[pll,  gdzie |A]lns = (Z afj) :

i=1j=1
Wielko$é || Al|gs nazywamy normg Hilberta-Schmidta macierzy A.

Dowdéd. Oznaczmy

Y1

Ah =1 :
Ym

Wtedy [|AR||* =Y y;. Ale y; = > a;;h;. Z nieréwnosci Schwarza mamy
i=1 j=1

2
n n n n
i - (zh) SBWES AN
j=1 j=1  j=1 j=1

czyli
IARI® =3 w2 < D23~ a IRl = [1AllZs IR ]1*.
i=1 i=1j=1

]

Twierdzenie 5.9. Jesli funkcja f(x) jest rézniczkowalna w punkcie a € R™,
to f(x) jest ciggla w a.

Dowdd. Trzeba udowodnié, ze }lLiH(l) |f(a+h) — f(a)|| = 0. Oznaczmy
u(h) = f(a+h) — f(a) — Ah, gdzie A= Df(a).
Dla h # 0 mamy

If(a+h) = fa)]| = [lu(h) + Ah[| < [lu(h)]| + [[AR]

[u(W)]
7]

< lu() [+ [ Allzs 12l = [ + HAHHs] 7]

7, rézniczkowalnosci pierwszy sktadnik w nawiasie kwadratowym dazy do
zera, gdy h — 0. Zatem cale wyrazenie dazy do zera, gdy h — 0. O
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Twierdzenie 5.10. Zaloimy, Ze funkcja f : R™ — R™ jest rozniczkowalna
w punkcie a € R™ natomiast funkcja g : R™ — RP jest rozniczkowalna w
punkcie b = f(a). Wtedy funkcja ztozona go f : R" — RP jest rézniczkowalna
w punkcie a oraz

D(g o f)(a) = Dg(b) Df(a).
Uwagi.

(a) Macierze Dg(b) i Df(a) maja wymiary p x m i m x n odpowiednio. Po
pomnozeniu otrzymamy macierz wymiaru p X n.

(b) Wzér na pochodna funkeji ztozonej wielu zmiennych zgadza si¢ ze wzo-
rem dla jednej zmiennej:

(g0 f)(a)=4g'(b) f'(a), b= f(a).

(c¢) Mozna nieformalnie wyjasni¢ wzor w twierdzeniu. Oznaczmy A = D f(a),
B = Dg(b). Rézniczkowalnos$¢ oznacza, ze

flat+h) = f(a)+ Ah, gdy h—0,
glb+k) ~ g(b)+ Bk, gdyk— 0.

Zatem
9(f(a+h)) =~ g(f(a) + Ah) = g(b+ Ah)
~ g(b) + BAh = g(f(a)) + BAh, gdy h — 0.
Stad D(go f)(a) = BA.
Dowdéd. Postuzymy sie oznaczeniami z Uwagi (c). Trzeba udowodnié, ze

g flath) —gofla) = BAK]| _
i 2]

Wtedy teza wynika z Lematu [5.6] Oznaczmy
u(h) = fla+h)— fla)— Ah, (k)= g(b+ k) — g(b) — Bk.
Przyjmijmy k = f(a+ h) — f(a) = u(h) + Ah. Wtedy
go fla+h)—go f(a) = BAh = g(f(a+h)) — g(f(a)) — BAR

=g(b+k)—g(b) — BAh=wv(k) + Bk — BAh
=v(k) + B(k — Ah) = v(k) + Bu(h).

0.
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Wprowadzamy oznaczenie

ool
ST T
0 k=0
Wtedy
lgo f(a+h)—go fla) — BAR|
Tl
)] 1Bu()] %] Ju(h)]
< < olk)—- B
A S Wy 1Bl

Z rézniczkowalnosci funkeji f drugi sktadnik dazy do zera, gdy h — 0. Po-
nadto, gdy h — 0, to réwniez k — 0. Zatem (k) — 0. Dalej

IEl Tt [LARL _ Jlu(h)]

> S + [[Allrs — [|Allms-
IRl Ikl 172 11| R
]
Przyktad.
fla,y) = (@ +1,9%), a=(2,1),
g9(u,v) = (u+v,u,v%), b= f(2,1) = (5,1).
Mamy
1 1
Df(z,y) [233 01, Dg(u,v) = |1 0
o 0 2
Zatem
40 11
pen=[y 3. pasn=1 o]
0 2
0 2
Otrzymujemy



Pochodne czastkowe 70

Twierdzenie 5.11. Jesl funkcja f: R™ — R ma ciggle pochodne czgstkowe
w punkcie a € R™, to f jest rozniczkowalna w a.

Dowaéd. Dla h € R™ okre$lamy cigg wektoréw v; wzorami vy = a, v =
vo + hier, va = v + heea, ... Uy = Vp_1 + hpe, = a+ h. Wtedy punkty v; i
vj_1 16znig si¢ tylko na j-tej wspolrzednej o hj. Zatem

n

fla+h) = fla) = fva) = flvo) = >_[f(v;) = f(vj-1)]

=1

-3 |- gL @)

j=1
0 0
L tw = 2L @] 1

n

lhil <>

=1

) - gim)

Zatem

of

of of
8.75]-

D (a)| ‘

Gdy h — 0, to v; — adla j = 1,2,...,n. Wtedy w; — a. Reasumujac,
prawa strona ostatniego wzoru dazy do zera. O]

|f(a+h) @ - @n
— (w;) —

j=197;
<
Tl 2

7=1

Uwaga. 7Z twierdzenia wynika, ze jesli pochodne czgstkowe funkcji f : R® —
R™ sa ciggte w punkcie a, to f jest rézniczkowalna w a.

Twierdzenie 5.12 (regula tancucha). Zalézmy, ze funkcje fi, fo,. .., fm :

R™ — R majq ciggle pochodne czgstkowe w punkcie a. Zatozmy tez, Ze funkcja

g : R™ — R ma ciggle pochodne czgstkowe w punkcie b = (fi(a), fa(a), ..., fm(a)).
Przyjmigmy, ze fij(x) = fij(x1, 22,...,2,) oraz g(y) = g(y1, Y2, - - -, Ym). Wte-

dy funkcja ztozona G : R™ — R okreslona wzorem

G(:Bl,l"g, s 7:Bn) = g(f1($), f2(x>’ SR fm(x))
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jest rozniczkowalna w punkcie a oraz

8G 8g  Of) g

a) = —( a) + — 99
ox; C Oyr Oy Yo

“ .. %7

9 fn

ok cra)

05 (@) +

Dowdd. Tworzymy funkcje F' : R — R™ wzorem

fi(z)
fa()

fonl2)

Wtedy G(z) = g(F(x)). Zatem funkcja G jest rézniczkowalna w punkcie a
oraz DG(a) = Dg(b) DF(a). Ale

DG(a) = (gg(a), gg(a), e ggi(@)

Fr) =

dg ., 09 9y )
Dg(b) = =—(b), =—(b),..., ——(b
o) = (320 320 0
[0S ofi of1, ]
of2 Of2 2E
Ofm, O O fm
_87331(&) Tw(a) . azn (a)_
., 0G . . :
Aby obliczy¢ 5 (a) mnozymy skalarnie wiersz Dg(b) przez i-ta kolumne
Z;
macierzy DF(a). O
Twierdzenie 5.13. Jesl dla funkcji n zmiennych f : R™ — R i ustalonych
o, 9*f O*f ‘ .
1 # j pochodne czgstkowe oraz sq ciggte w punkcie a, to

axi(’?mj 81‘]81‘1

’f P
0a:i8xj(a>_
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o f . O*f
(a) i
8%8% 8%81:1

Dowdéd. Ustalmy i < j. Przy obliczaniu (a) w punkcie a

uzywamy funkcji
g(l’,y) = f(alﬂ"'7%%"79?""7@”)'

Wystarczy zatem rozwazyé przypadek funkcji g : R?> — R zakladajac, ze
Pg . g
i
Oxdy Oyox

h = (hy, he) rozwazmy wyrazenie

I=g(c+ hi,d+ hy) —g(c,d+ hy) — g(c+ hi,d) + g(c, d).

pochodne mieszane sa ciagte w punkcie (¢, d). Dla przyrostu

Oznaczmy ¢(y) = g(c + hi,y) — g(c,y). Wtedy

I = @(d+ hy) — p(d) = ¢'(d+ O1ha)hy

0 0 0?

= 85( + hl, d -+ 91h2) — az(c, d -+ elhg) hg = axégy (C+92h1, d+(91h2) hlhg.
Zamieniajac rolami z i y otrzymamy

0%g

= 8y8:1: (C + eéhl, d+ ellhg) hlhg.
Przyjmijmy, ze hy, ho > 0. Wtedy
D?g 0%g
axay (C + 92h1, d+ 91h2) = m(c + eéhl, d+ 9'1h2)

Przechodzimy do granicy, gdy hi, hy — 0 1 otrzymujemy

0%g 0%g

= d).
Zauwazmy, ze
0?g o0 f D?g o0 f

m(ai’aj) - dx;0x; (@), 8y8:c(ai’aj) - Oz ;0x; (a)-
O
Uwaga. Z poprzednich twierdzen otrzymujemy hierarchie wtasnosci funkcji:

ciggte pochodne czastkowe daja rézniczkowalnosé, z ktorej wynika istnienie
pochodnych czastkowych.
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5.4 Geometria odwzorowan z R"” w R"™
Rozwazmy odwzorowanie ¢ : R — R3. Takie odwzorowanie nazywamy krzy-

wa

c(t) = | ca(t)
cs(t)
Wektorem siecznym odpowiadajacym dwu momentom czasu t it + h jest
c(t+h)—c(t)
Y )

Wektor styczny do krzywej w punkcie ¢(t) otrzymujemy przez przejscie gra-
niczne

vy c(t+h) —c(t)
d(t) = lim . :

h—0
Mamy ¢ (t) = Dc(t).
Przyktlad. Znalez¢ wektor styczny do krzywej

—sint
c(t) = | cost
t
odpowiadajacy momentowi ¢t = w. Chodzi wiec o wektor styczny w punkcie
0
c(m)=1-1
T
—cost 1
d(t)=| —sint |, d(m)=10
1 1

Niech f : R?* — R3. Wtedy o(t) = f(c(t)) jest nowa krzywa. Rézniczkujac
otrzymamy

o'(t) = Df(c(t)) ¢(t).

Funkcja f przeksztatca c(t) na o(t). Odwzorowanie D f(c(t)) przeksztatca
wektor styczny '(t) na wektor styczny o’(t). Podobna interpretacja dotyczy
krzywych ¢ : R — R™ i funkcji f: R* — R™.
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5.5 Gradient i poziomice funkcji

Pochodne czastkowe w jednym punkcie nie dajg pelnej informacji o zacho-
waniu sie funkcji.

Definicja 5.14. Zalozmy, ze funkcja f : R* — R jest rozniczkowalna w
punkcie a € R"™. Gradientem nazywamy wektor

Vf(a) = (g;l(a), e ggi(@) )

Tzn. Vf(a) = Df(a).

Ustalmy punkt = i wektor v € R”. Chcemy zbada¢ tempo zmiany wartosci
funkcji f : R” — R w punkcie z wzdtuz prostej = + tv, gdzie t € R. W tym

. Z definicji mamy

T )~ ()
t=0 h—=0 h '

d
celu obliczamy pr f(z +tv)

d
—f(x +tv
= f ()
To wyrazenie nazywamy pochodng kierunkowa w punkcie x w kierunku v. Dla
v = e; otrzymamy w wyniku a—(x) Tzn. pochodne czastkowe sa réwniez
x .

pochodnymi kierunkowymi w kierunkach rownolegtych do poszczegélnych osi
wspotrzednych. Ze wzoru na pochodng funkcji ztozonej otrzymujemy

Cclif(x+tv):gx{(x—i-tv)vl%—...—i-aaai(x—i-tv)vn,
zatem p
d—f(x—l—tv) =V f(z)ow. (5.5)
t t=0

Przyktad. f(x,y,z) = e*sinz. Checemy obliczy¢é pochodna kierunkowa w

punkcie (0,1, 5) w kierunku wektora (2,1,1). Mamy

Vf(x,y,z) = (ye™ sin z, ze™ sin z, €™ cos z), V0,1, g) = (1,0,0).

Zatem -
V£(0,1, 5) 0(2,1,1) =2.

Przy poréwnywaniu pochodnych kierunkowych w r6znych kierunkach wy-
biera sie wektory v o dtugosci 1. Liczbe V f(x) o v mozna interpretowaé jako
tempo zmiany wartosci funkcji f w kierunku v, gdy predko$é zmiany argu-
mentu wynosi 1.
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Twierdzenie 5.15. Zaloimy, ze V f(x) # 0. Wtedy wektor V f(x) wskazuje
kierunek najszybszego wzrostu wartosci funkcyi f, startujgc z punktu x. Z kolei
wektor =V f(x) wskazuje kierunek najszybszego spadku wartosci funkcji.

Dowaéd. Niech v bedzie dowolnym wektorem o dtugosci 1. Tempo zmiany
wartodci funkcji w kierunku v wynosi

Vi) oo <[V (@) [lv]l = IV f ()]

Réwnosé zachodzi tylko wtedy, gdy wektory v i V f(x) maja ten sam kierunek
Vf(x)

izwrot, tzn. v = ——— O

IV f @)l

Przyktad. W ktérym kierunku od punktu (0,1) funkcja f(z,y) = 2% — 2
rosnie najszybciej ? Mamy V f(x,y) = (2x, —2y). Zatem V f(0,1) = (0, —2).
Funkcja rosnie najszybciej w kierunku (0, —1).

Definicja 5.16. Poziomicg funkcji f : R®" — R nazywamy zbior postact
{z € R" : f(x) = c} dla ustalonej wartosci c.

Przyklad. f(z,y,2) = 2* +y*+ 22. Poziomica {(x,y,2) : 2> +y*+ 22 =1}
jest sfera. Mamy V f(z,y, z) = 2(x,y, z). Zatem gradient jest prostopadty do
sfery.

Wartosé funkeji, gdy argument porusza si¢ po poziomicy nie zmienia sie.
Wydaje sie, ze gradient powinien by¢ zawsze prostopadly do poziomicy.

Twierdzenie 5.17. Zatozmy, ze funkcja f : R" — R jest rozniczkowalna w
punkcie xo € R". Wtedy gradient V f(xq) jest prostopadly do poziomicy S =
{r e R" : f(x) = f(xo)} w nastepujgcym sensie: dla dowolnej krzywej c(t)
lezgcej na poziomicy S, spetniajgcej ¢(0) = g i ¢'(0) = v, mamy V f(x) L v.

Dowdd. Funkcja f(c(t)) jest stata. Zatem

0= 2 Fet)) = DI (1) = T (elt) o ¢ 1)
Dla t = 0 otrzymujemy V f(x¢) ov = 0. O

Definicja 5.18. Niech S = {x € R" : f(x) = c¢}. Przestrzeniq styczng do
poziomicy S w punkcie xo nazywamy hiperprzestrzen okreslong przez

Vf(zg)o(z —x9) =0, oileVf(xg)#DO0.
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Przyklad. ZnaleZ¢ réwnanie plaszczyzny stycznej do powierzchni 3zy+ 22 =
4 w punkcie (1,1,1). Chodzi o poziomice funkcji f(x,y, z) = 3zy + z2. Obli-
czamy

Vf(x,y,z) = (3y,3x,2z), Vf(1,1,1)=(3,3,2).

Réwnanie ma posta¢ 3(x — 1) +3(y — 1) + 2(z — 1) = 0, po uproszczeniu
3r + 3y + 2z =8.

Uwaga. Okreslenie plaszczyzny stycznej do poziomicy zgadza sie z okre-
sleniem ptaszezyzny stycznej do wykresu funkcji z = f(z,y). Rzeczywiscie,
niech zy = f(xo,%0). Rozwazamy funkcje F(z,y,z) = f(x,y) — z. Wykres
funkeji f mozna utozsamic¢ z poziomica funkeji F' przy ¢ = 0. Mamy

0 0
VF(z0,%0, 20) = af(%?yo)aaf(%,yo),—l
%4 , 9Y

N—————
a b

Réwnanie ma postaé a(z — xo) + b(y — yo) — (2 — 20) = 0, czyli 2 — 29 =
a(x — o) + b(y — yo).

Definicja 5.19. Zbior D C R™ nazywamy ograniczonym, jesli
Dc{zeR": |z| <K}

dla pewnej statej liczby K.

Uwagi.

(a) Dla n = 3 warunek w definicji oznacza, ze zbior D jest zawarty w kuli
osrodku w (0,0,0) i promieniu K.

(b) Jesli ||z|| < K, to |x;] < K dlai=1,2,...,n. Zatem wspolrzedne punk-
tow ze zbioru ograniczonego D sg wspoélnie ograniczone. Odwrotnie,
jesli wspotrzedne punktéw z D sa wspélnie ograniczone, tzn. |z;| < K
dla:=1,2,....niz € D, to

|zl = /2% + 23 + ... + 22 < VaK? = K /.

Definicja 5.20. Mdéwimy, ze zbiér D C RY jest domkniety, jesli dla dowol-
nego ciggu ™ € D z warunku ||z — z| — 0 wynika x € D.
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Przyklad. Dla funkcji cigglej f : RY — R zbior {z € R? : f(x) < ¢} jest
domkniety. Rzeczywiscie, niech f(z™) < ¢ oraz ||z(™ — || — 0. Wtedy z

ciagltodci mamy f(x) = lign f(z™). Zatem f(z) < c. Réwniez zbi6r postaci
{x € R? : f(x) = c} jest domkniety bo
{reR?: fa)=c}={zcR?: f(z)<c}n{zeR?: —f(z) < —c}.
Zbiory
B={(z,y,2) : * +y*+2* < 1}, S={(z,y,2) : *+y*+ 22 =1}
sa domkniete.

Definicja 5.21. Zbiér D C R? nazywamy zwartym, jesli D jest domkniety i
0graniczony.

Twierdzenie 5.22. Funkcja ciggla okreslona na zbiorze zwartym jest ogra-
niczona i 0sigga swoje kresy dolny i gorny.

Lemat 5.23. Niech D bedzie zwartym podzbiorem w R®. Kazdy cigg ™
punktow z D zawiera podciqg zbieiny do punktu ze zbioru D.

Dowéd. Wiemy, ze ciagi wspotrzednych 2\, (", . .. ,x&n) s ograniczone. Z

twierdzenia Bolzano-Weierstrassa istnieje ciag wskaznikow ny taki, ze ciagi

2 {2 ) sy zbiezne. Oznaczmy lilgn 2" = 2. Wtedy dla 2 =
(z1, T2, ..., 74) mamy ||z — 2| . 0. Z domknietosci zbioru D mamy
xeD. [

Dowdéd twierdzenia. Zaldzmy nie wprost, ze istnieje ciag ™ € D taki, ze
|f(z™)] > n. Z ciagu 2™ wybieramy podciag (") zbiezny np. do . Z
ciagtosci mamy f(x(™)) — f(x). Ale |f(x™))] > ny — 0. Dowéd drugiej
czesci tezy mozna przeprowadzi¢ tak samo jak dowod Twierdzenia 3.18 z
czesei L. O]

Dla funkcji f : R — R odwzorowanie = — V f(x) nazywamy gradiento-
wym polem wektorowym. Dla n = 3 wykres pola lezy w RS.

Przyktad. W poczatku uktadu R? umieszczamy duza mase M. Na mase m
umieszczona w punkcie (x,y, z) dziata sita przyciagania

GM
Flogz)=-SMM s o otz = 82
r

r2




Pochodne czastkowe 78

Okreslamy funkcje

V(z,y,2) = G]\fm'
Funkcje V(z,y, 2) nazywamy potencjalem grawitacyjnym. Mamy VV = F.
Rzeczywiscie
N (0 /1N 0 1\ 9 (/1
oraz

9 1 1 2x T
Or \VrZ+ 2 +22) 2(VaZ+ i+ 223 ¥

Zatem
1

1 1
\% () = —ﬁ(x,y, z) = —— 1.

r 72

5.6 Ekstrema funkcji wielu zmiennych

Definicja 5.24. Zalozmy, ze funkcja ciggla f o wartoSciach rzeczywistych
jest okreslona na podzbiorze R™. Mowimy, ze punkt xy jest lokalnym minimum
funkcegi f, jesli dla pewnej liczby § > 0 mamy f(z) > f(zo) dla ||z — xo|| < 0.

Przyklady.
(a) f(z,y) = 2* + y?. W punkcie (0,0) wystepuje minimum.

(b) g(z,y) = z* — y*. W punkcie (0,0) nie ma lokalnego minimum ani
maksimum.

Twierdzenie 5.25. Zalozimy, ze f : R™ — R jest rézniczkowalna i posiada
lokalne ekstremum w punkcie xy. Wtedy V f(xy) = 0.

Dowdd. Ustalmy wektor v € R™. Rozwazamy funkcje g(t) = f(zo + tv).
Jesli z¢ jest lokalnym minimum funkcji f(x), to funkcja g(t) posiada lokalne
minimum w punkcie ¢t = 0. Zatem ¢'(0) = 0. Ale

= Vf(l'o) o .

t=0

0=4(0) = ;;f(xo + tv)

Poniewaz v jest dowolnym wektorem, to V f(zo) = 0. [] O

6Jedli aov =0 dlav € R", to a = 0. Rzeczywiscie ||a]|> =aoa = 0.
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Definicja 5.26. Punkty xq, dla ktérych V f(x¢) = 0 nazywamy stacjonarny-
mi.

Definicja 5.27. Mdéwimy, Ze funkcja f : R® — R jest klasy C? jesli jest
dwukrotnie rozniczkowalna v wszystkie pochodne czgstkowe drugiego rzedu sq
ciggte. Dla funkcji klasy C? macierz

Hf(w) = (aiaj;j (x)> -

)=

nazywamy hessjanem. Hessjan jest macierzq symetryczng, bo

P @)=
8;1:i8:1:j N 8%8@ ’

Definicja 5.28. Macierz kwadratowa A wymiaru n X n jest dodatnio okre-
slona, jesli Avowv >0 dlav € R", v # 0.

Uwaga.

Avowv = Z(Av Z (Z amv]) v; = Z a;;V;v;.

=1 =1 2,7=1

Lemat 5.29. Dla macierzy dodatnio okreslonej A istnieje liczba 6 > 0 taka,
ze jesli |bij — ai;| < 6, to macierz B = (bi)} =, tez jest dodatnio okreslona.

Dowdd. Wystarczy sprawdzi¢, ze Bvov > 0 dla ||v]| = 1. Rzeczywiscie, kazdy
wektor w # 0 mozna zapisa¢ jako w = v, gdzie ||[v|| = 1, oraz A = |Jw||.
Wtedy Bwow = A\? Bvowv. Zbiér S = {v € R" : v? +v3+...+v2 =1} jest
zwarty. Funkcja
Sov—— Avov = a;vv;
2%
jest ciagta. Ta funkcja osigga minimum w pewnym punkcie vy na zbiorze S.

Tzn.
Avov > Avgovg=m >0, dlaves.
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Zatézmy, ze |b;; — a;;| < 0. Wtedy dla |jv]| = 1 mamy

Bvov=Avov+ (B—Awouv > m+z i — @i )VV;
2,7=1

= m — Z |b aw||v2||vj| m—9 Z |vi] |U]|

i,j=1 i,5=1
n 2
_m—5<Z|Ui|> > m — n?6.
i=1

Przyjmijmy 6 = % Wtedy Bvowv > 0. O]
n

Twierdzenie 5.30. Zaléimy, Ze funkcja f : R® — R jest klasy C? oraz

Vf(zo) =0 dla pewnego punktu o € R™.

(i) Jesli macierz H f(xo) jest dodatnio okreslona, to w punkcie zo funkcja
f(z) posiada lokalne minimum.

(i1) Jesli macierz —H f(xq) jest dodatnio okreslona, to w punkcie xo funkcja
f(x) posiada lokalne maksimum.

(111) Jesli macierz H f(xg) posiada wartosci wlasne réznych znakdéw, to w
punkcie o nie ma lokalnego ekstremum.

Dowdéd. (i) Zastosujemy oznaczenie = := xy. Ustalmy wektor 0 # v € R™ i
rozwazmy funkcje jednej zmiennej g(t) = f(x+tv). Z reguty tancucha mamy

gt = i f (x 4+ tv)v; = Vf(x+tv)o

Zatem ¢"(0) = Hf(z)vowv > 0. To oznacza, ze funkcja g(t) posiada Sciste
lokalne minimum w punkcie t = 0. Ze wzoru MacLaurina dla n = 2 otrzy-
mujemy

(1) = 9(0) + ¢ (0)t + 59" (BN
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dla pewnej wartosci 0 < # < 1. Dla t = 1 otrzymujemy

floto) = F@)+ 5 3 hu,

t,j=1

gdzie
~ (‘92f
hij =
J 8@8%

(x4 0v).

Jesli wektor v ma odpowiednio mata norme, to liczby 712-]- leza blisko liczb
__oF

E 8@6%

Wtedy z lematu macierz H = (Bij)?,jzl jest dodatnio okreslona, jesli tylko

norma ||v|| jest odpowiednio mata, np. ||v|| < n dla pewnej liczby n > 0.
Wtedy

(x), z zalozenia o ciaglosci drugich pochodnych czastkowych.

fletu) = @)+ 5 3 hgvy > f(2)

3,j=1

dla 0 < [|v] <.
Zat6zmy, ze macierz H f(x) ma wartosci wtasne A\; > 01 Ay < 0. Niech v; i
v 0znaczajg odpowiadajace jednostkowe wektory wtasne. Rozwazmy funkcje

91(t) = f(z +tv), 92(t) = f(z + tvy).

Wtedy pochodne tych funkcji w ¢t = 0 zeruja sie. Ponadto
g1(0) = Hf(z)vi 0wy = Avyovy = Ay >0,

G5(0) = Hf(x)vg0vg = Mg 0 vy = Ay < 0.

Zatem ¢; posiada Sciste lokalne minimum w punkcie 0, natomiast go posiada
Sciste lokalne maksimum w tym punkcie. To oznacza, ze na prostej t — x+tvy
funkcja f posiada minimum w punkcie x natomiast na prostej ¢t — x + tvy
ma w punkcie x lokalne maksimum. O]

Uwaga. Wektory vy i vy z ostatniej czesci dowodu sg do siebie prostopadte.

Zadanie. Znalez¢ funkcje f(x,y) taka, ze funkcja ¢ — f(tu,tv) przyjmuje
minimum dla ¢ = 0 dla dowolnego wektora (u,v) # 0, ale f(z,y) nie posiada
minimum w punkcie (0, 0).



Pochodne czastkowe 82

5.7 Ekstrema warunkowe-metoda mnoznikéw Lagran-
ge’a

Czesto chcemy znalezé¢ maksimum i minimum funkcji wielu zmiennych, ale
przy pewnych ograniczeniach.

Przyklad. Firma sprzedaje produkty A i B. Zysk ze sprzedazy wynosi
f(z,y), gdzie = 1 y oznaczaja ilosci sprzedanych produktéw A i B, odpo-
wiednio. Ze wzgledu na ograniczone zasoby finansowe musi by¢ spetniony
warunek g(z,y) = c.

Twierdzenie 5.31 (Lagrange). Zalézmy, ze funkcje f : U C R* — R ¢
g:U CR" — R sq klasy C*. Niech S = {x € U : g(z) = c}. Jesli funkcja
f‘s przygmuje minimum lub maksimum w punkcie xy oraz Vg(xg) # 0, to
Vf(xo) = AVg(zo) dla pewnej stalej A. Tzn. gradienty V f(zo) i Vg(zo) sq
rownolegle.

Dowdd niescisty. Wiemy, ze przestrzen styczna do poziomicy S w punkcie
x sktada sie z wektoréw prostopadtych do Vg(zg). Niech o(t) : (=1,1) — S
bedzie krzywa klasy C'* przechodzaca przez xo w chwili t = 0, tzn. o(0) = x.
Wtedy funkcja ztozona f(o(t)) przyjmuje ekstremum w chwili ¢ = 0. Zatem

0= 5S0)| = DIEO)®] = D)o 0) = V(o) 0 ' (0)
0’(0) jest wektorem stycznym do S w punkcie xy. Tzn. gradient V f(xg) jest
prostopadly do kazdego wektora stycznego do S w punkcie zo. Np. jesli v
jest takim wektorem stycznym, to istnieje krzywa o : (—1,1) — S taka,
ze 0(0) = 29 1 0'(0) = v. Zatem V f(xy) jest prostopadly do przestrzeni
stycznej do S w punkcie zq. Ale Vg(xy) jest tez prostopadty do tej przestrzeni
stycznej. To oznacza, ze V f(xg) i Vg(zo) sa rownolegte. O

Uwaga. Niescistosé polega na tym, ze dla wektora v z przestrzeni stycznej do
S w xg trzeba znalezé krzywa o(t) taka, ze o(t) € S oraz 0(0) = g, 0’(0) = v.
Taka krzywa mozna tatwo znalezé¢, gdy poziomica S jest wykresem funkcji
n — 1 zmiennych.

Przyktad. Zatézmy, ze S = {(z,y,2) : ¢g(z,y,z) = 0}. Przypusémy, ze
g(x,y,z) = h(z,y) — z. Wtedy S jest wykresem funkcji z = h(x,y). Niech
(%0, Yo, 20) bedzie punktem z S, tzn. zy = h(xg, yo). Rozwazmy krzywa

o(t) = (w0 + at,yo + bt, h(z + at, yo + bt)).
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Wtedy
U,(O) = (Cl, b> C)> gdZie c= Vh(ilfo, yO) © <a7 b)a

jest wektorem stycznym do S w punkcie (o, yo, 20). Przestrzen ztozona z ta-
kich wektoréw ma wymiar 2. Ale przestrzen styczna do S w punkcie (o, 4o, 20)
ma réwniez wymiar 2. Zatem przestrzenie te sg rowne.

5.7.1 Stosowanie metody Lagrange’a

Trzeba znalez¢ punkt x € U i stala A takie, ze

of dg
—(x1,x9,...,2,) = A=—(21,2T9,...,2T,
05171( b2 ) 83:1( b2 )
af ' dg
X1, L9y ..., Tp) = A=——(T1,22,...,%,
8ib‘n( b2 ) 8xn(1 2 )
g(xlwr%"'axn) = C
Mamy uktad n + 1 réwnan z n + 1 zmiennymi x1,2y,...,2, 1 A

Przyktlady.

(a) Niech S bedzie prosta przechodzaca przez (—1,0) o nachyleniu 45°.
Chcemy znalezé minimum funkcji f(z,y) = 2* + y? na S. Prosta ma
rownanie y = z + 1. Mozemy rozwiazaé¢ zadanie na dwa sposoby.

(i) Podstawiamy y = x + 1 do funkcji f(z,y) i obliczamy minimum
funkcji kwadratowej.

(ii) Stosujemy metode Lagrange’a. Prosta S jest poziomica funkcji
9(x,y) = x—y+1=0.Mamy V f(z,y) = (22, 2y) oraz Vg(z,y) =
(1,—1). Gradienty sa réownolegte tylko wtedy, gdy y = —z. W
potaczeniu z réwnaniem y = x + 1 otrzymamy x = —%, Y= %

(b) flz,y) =2>—y* S={(z,y) : 2> +y*> =1}

(i) Podstawiamy y?> = 1 — 22. Wtedy f(z,y) = 22? — 1. Obliczamy
ekstrema na przedziale [—1, 1].

(ii) Parametryzujemy okrag x = cost, y = sint i obliczamy ekstrema
funkcji cos 2t.
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(i) Vf(x,y) = (2z,—2y) oraz Vg(z,y) = (2z,2y). Wektory sa row-
noleglte, gdy x = 0 lub y = 0. Otrzymujemy cztery rozwiazania
(£1,0) i (0,£1). Mamy f(£1,0) =1 oraz f(0,+1) = —1.

(¢) f(z,y,2)=x+2 S={(r,y,2) : 2> +y*+ 22 =1}. Mamy
Vf(z,y,2)=(1,0,1), Vg(z,y,2) = (2z,2y,22).

Wektory te sa réwnolegte, gdy y = 0 oraz z = z. Zatem 2z° = 1.

Otrzymujemy dwa rozwiazania £ (%, 0, %) oraz

=2, —V2.

(o) A(nni)-

(d) Rozwazmy macierz symetryczna A wymiaru n X n. Okreslamy
f(x) = (Az, x) Z a;;xiT;, = (T1,T2,...,Ty).
2,j=1

Cheemy znalezé ekstrema funkeji f(x) na
S = {(w1, 22, 7a) : gla) =+ a3+ .. +ad =1},

Okreslmy
F(z,y) = (Ax,y) Z i TiYj.

1,7=1
Wtedy f(xr) = F(x,z). Obliczamy pomocniczo pochodne czastkowe
funkcji F.

OF OF

T,y)= ar;Yj, x,Yy) = QL5
Mamy zatem

of OF oF & n
8!Ek( ) aixk(xwr)—i_aiyk(xvx) _jzlaijj"i_izlazkxz

n

n n
== Z CijZEj —+ Z Qi Ty = 2 Z CijZEj.
7j=1 i=1 7j=1
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Dalej

> ayw; = Ay,

n
Z ApjT; = ATp.
Jj=1

To oznacza, ze Ax = Ax. Czyli x jest wektorem wtasnym o dtugosci
1. Uporzadkujmy warto$ci wlasne macierzy A wedtug wielkosci: \; <
Ay < ... < \,. Niech vy, vs,...,v, oznaczaja odpowiadajace wektory
wtasne o dtugosci 1. Wtedy

f(vr) = (Avg, vk) = A (vk, vr) = A
Reasumujac

Hlﬂnllll(A;p’ l‘) = /\17 \|m||a—X1(A$’x> = /\n‘

5.7.2 Procedura znajdowania wartosci najwiekszej i najmniejszej
funkcji na zbiorze zwartym

1. Znalez¢ punkty krytyczne funkcji wewnatrz zbioru, tzn. punkty stacjo-
narne oraz punkty, w ktérych nie mozna obliczy¢ pochodnych czastko-
wych.

2. Zmalez¢ punkty krytyczne funkcji obcietej do brzegu zbioru, np. metoda
mnoznikéw Lagrange’a.

3. Obliczy¢ wartosci funkeji w znalezionych punktach.

4. Wybra¢ warto$¢ najwieksza i najmniejsza.



Pochodne czastkowe 86

5.7.3 Metoda mnoznikéw Lagrange’a przy kilku warunkach

Zatozmy, ze powierzchnia S C R” jest okreslona przez k warunkow

g1z, 29, ..., 2p) = 1,
92(3517$27~--7$n) = C2,
gk(xl,xg,...,xn) = Ck.

Twierdzenie 5.32. Jesli funkcja f‘s posiada ekstremum w punkcie xg € S,
to
Vf(.l?o) = /\1Vgl (.2?0) + )\zvgg(.l?o) + ...+ )\ngk(xg)

dla pewnych statych Ay, \a, ..., Ag.

Uwaga. Aby znalezé punkt xg trzeba rozwiazaé¢ n + k réwnan przy n + k
niewiadomych.

Przyklad. Znalez¢ ekstrema funkcji f(z,y,z) = y + 2z przy warunkach 2% +
2?2 =119y?+ 22 = 4. Mozemy przyjac gi(r,y,2) = 22 + y* oraz go(x,y, 2) =
y? + 22. Rozwigzujemy réwnanie Vf = A\ Vg + AV, Otrzymujemy 3
rownania

0= 2)\11‘,
1= 2)\2y,
1= 2)\12 + 2)\22
Rozpatrzymy dwa przypadki.
(a) 2 =0. Wtedy z = £1 oraz y = £+/3.

(b) Ay = 0. Wtedy y = z, zatem 2? = 2. Otrzymujemy sprzecznosé¢ z
warunkiem 22 + 22 = 1.

Wartos$¢ najwieksza jest osiagnieta w punkcie (0, V3, 1) a wartos¢ najmniej-
sza w (0, —/3,—1).
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Niescisty dowdd twierdzenia. Niech o(t) bedzie krzywa klasy Cl lezaca w
powierzchni S taka, ze 0(0) = zg. Mamy

gi(o(t)) =¢;, dlaj=1,2... k.

Zatem p
0= % 0,(0(t)) = Vgy(o(t) 0 (1)

Dla t = 0 otrzymujemy
Vgj(zg) oo’ (0) =0, dlaj=12... k.
To oznacza, ze wektor ¢’(0) jest prostopadty do wektoréw

Vgi(xo), Vga(zo), .., Vgr(zo).

Wektor ¢’(0) jest styczny do powierzchni S w punkcie xy. Wymiar przestrzeni
liniowej V] rozpietej przez wszystkie wektory styczne ¢’(0) wynosi n — k. Z
kolei wymiar przestrzeni Vs rozpietej przez wektory Vgi(xg), Vga(xo), ..,
Vgr(zo) wynosi k, o ile gradienty sa liniowo niezalezne. Ale V; i V; sa do
siebie prostopadle, zatem Vit = V,. Rozwazmy funkcje t — f(o(t)). Funkcja
ta osiaga ekstremum dla t = 0. Czyli

d ,
0= 2 f0W)|  =Vf(w) oo (0),

t=0

dla dowolnej wyzej opisanej krzywej o. Zatem V f(xq) € Vit = Va. O

5.8 Twierdzenie o funkcji uwiklanej

7Z teorii funkcji jednej zmiennej y = f(x) wiemy, ze jedli f jest klasy C*
oraz f'(zg) # 0, to rownanie f(x) = y dla y w poblizu yo = f(z9) ma
jednoznaczne rozwiagzanie x = f~'(y) lezace w poblizu zy. Rzeczywiscie,
rozwazmy przypadek f'(zg) > 0. Zatem f'(x) > 0 dla z w pewnym przedziale
wokol zo, np. w (z9—9, 2o+0). Wtedy f(x) jest $cisle rosnaca w (xo—0, zo+9).
Zatem posiada funkcje odwrotng x = ¢(y). Proces odwracania jest wazny
rowniez dla funkcji wielu zmiennych.

Przyktad. Wspolrzedne biegunowe na plaszczyznie punktu (z,y) wyrazaja
si¢ wzorami x = rcos#, y = rsinf. Dla z,y > 0 mamy

r=/x%+ y?, Gzarctg%
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Rozwazmy réwnanie F(z,y,z) = 0. Przypusémy, ze F(xo,¥yo,20) = 0.
Interesuje nas obliczenie zmiennej z z réwnania w poblizu (zo, yo, 20). Tzn.
chcemy, aby dla (x,y) blisko (xg, yo) znalezé z blisko zy tak, aby F(x,y,z) =
0. Np. niech F(z,y,2) = 2> +4*> + 22 — 1 oraz F(0,0,1) = 0. Wtedy

z=/1—22—9y?

jest rozwiazaniem réwnania. Podobnie dla F'(0,0, —1) rozwiazaniem jest

z=—y/1—22—y2

Z kolei dla F(—, %, 0) mamy dwa rozwigzania

S

z =441 — a2 —y>?
lub brak rozwigzan, jesli 2% + y? > 1.

Twierdzenie 5.33. Zaléimy, Ze funkcja F : R"™ — R jest klasy C'. Be-
dziemy stosowaé oznaczenie (r,z) € R" x R = R"™\. Zalézimy, ze

OF
F(zg,20) =0, oraz E(xo, 2p) # 0.

Wtedy réwnanie F(x,z) = 0 ma jednoznaczne rozwigzanie w poblizu (o, o).
Tzn. istnieje kula otwarta U C R™ o Srodku w xg oraz przedzial otwarty V
wokol zy takie, ze dla dowolnego wyboru x € U istnieje jedyne rozwigzanie
z € V takie, ze F(z,z) = 0. Ponadto funkcja z = g(x) jest klasy C* na U.

Przyklad. Dla funkcji F(z,y, z) = 22 + y* + 2% — 1 mamy

or oF (1 1

—(0,0,%1) = £2, — | —&=,—=,0] =0.

- (%0 5 (73ve)
Uwaga. Przyjmijmy, ze funkcja F(xy,2,..., 2, 2) jest liniowa. Mozemy
obliczy¢ zmienng z z réwnania F'(x, z) = 0, o ile wspétezynnik przy zmiennej

z jest niezerowy. Tzn. — # 0.
0z

Twierdzenie nabiera istotnego znaczenia, gdy nie jesteSmy w stanie ob-
liczy¢ z = g(x) jawnym wzorem. Okazuje sie jednak, ze wiele informacji o
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funkcji ¢ mozna uzyska¢ mimo braku jawnego wzoru. Wiemy, ze zg = g(x¢)
oraz F(x,g(x)) =0 dla z € U. Zatem

0= -l ge)) = So,9(0)) + G090 5 ).
Otrzymujemy oF
o, o9
ox; oF ’
o gt

oF oF
Z zatozenia %(:vo, 2p) # 0, zatem g(m,g(x)) # 0, dla  w poblizu xg, bo

funkcje F' i g sg klasy C*. Po

Przyktady.

dstawiamy x = xy, aby otrzymac
oF

X, 2
6377,( 0 0)

or '
E(ﬂfo, Zo)

(5.6)

(a) Rozwazamy réwnanie F(x,y,z) = xy + z + 3x2° = 4 i rozwigzanie

(1,0,1). Wtedy

OF
—(1,0,1) = 1 4 1522* = 16,
0z (1,0,1)
OF
—(1,0,1) =y +32° =3,
am( )=y o)
OF
Z(1,01) =2 =1
dy (1,0,1)
Na podstawie wzoru (5.6 otrzymujemy
dg 3 dg 1
0 =—=, Y1,0)=——.

(b) Niech F(z,y,z) := x°4+3y*+8x2?—3y2* = 1. W poblizu jakich punktow
powierzchnia zadana rownaniem moze by¢ przedstawiona jako wykres
funkcji z = g(x,y)? Obliczamy

oF

= 162z — 9y2* # 0.
0z
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Zatem musza by¢ spelnione warunki z # 0 oraz 16z — 9yz # 0.

Jesli chcemy obliczyé¢ x = h(y, z), to

oF
— =32 + 822 #£0.
ox

Wystarczy zatem, aby x # 0 lub z # 0.

Whniosek 5.34. Jesli funkcja f(xy1,zo,...,x,) spetnia f(ai,as,...,a,) =0
oraz V f(ay,as,...,a,) # 0, to z réwnania

flxy,20,...,2,) =0

mozna obliczyé jedng zmienng wzgledem pozostalych w poblizu (a1, as, . . ., ay,).

of (a) # 0 dla pewnej

1

Dowdd. Oznaczmy a = (ay,as, ..., a,). Z zalozenia

if (a) # 0. Funkcja

wartosci ¢. Przez zmiane numeracji mozemy przyjac, ze

n
f zalezy od x1,29,...,2,_1 oraz od z = z,. Z poprzedniego twierdzenia z
réwnania
flz1, 29, ..., 2p1,2) =0
mozna obliczy¢ z w zaleznosci od x1, o, ..., %, 1. O

F
Dowdéd twierdzenia. 7 zalozenia mamy 8—(%,20) # 0. Rozwazymy przy-
2

F
padek a—(xo, 2p) > 0. Z ciaglosci pochodnych czastkowych mozna znalezé
2

liczby dodatnie a i b takie, ze jeli ||[x — xo|| < a oraz |z — z| < a, to

OF

a—(m,z) > b. Zbiér okreslony warunkami ||z — xo|| < a, |2 — 20| < a jest
P

domkniety i ograniczony, zatem z ciggtosci pochodnych czastkowych mamy

OF

oF
87%(%2)

<M, ‘a(x,z) <M dla ||z -zl <a, |z— 2] <a.
z

Lemat 5.35. Dla funkcji f : R™ — R klasy C' mamy
f(x) = f(zo) = Vf(xo+ 0(x — x0)) o (¥ — Tp)

dla pewnej liczby 6, 0 < 6 < 1.
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Dowdd lematu. Okreslamy funkcje g(t) = f(xo + t(x — z¢)) przy ustalonych
punktach z i zy. Wtedy z twierdzenia Lagrange’a otrzymujemy

f(@) = flxo) = g(1) — g(0) = ¢'(0) = V f(xo + 0(x — x0)) © (x — 20).

Z lematu mamy

F(x,z) = F(z,2) — F(xg, 20)
= VF(xo+ 0(x — x¢),20 + 0(z — 20)) © (x — 0,2 — 20)

Oznaczmy
oF oF
$9:$0+0($—ZE0)7 Z@ZZO+0(Z—ZO), VIF:<m,,M>
1 n
Wtedy
oF
F(z,2) =V F(xg,29) 0 (x — x0) + g(l‘@, 29)(z — 29)- (5.7)

Dla ||z — zo|| < a, |2 — 20| < @ mamy ||xg — x¢|| < a oraz |zp — 2| < a. Stad
otrzymujemy

IVoF (29, 20)[| < M+/n.

Zatem
|V F (29, 20) 0 (x — x0)| < My/n|jz — 0. (5.8)
Rozwazamy tylko z = 2y £ a. Wtedy
oOF OF
g(l’g,Zg)(Z —2)| = ‘az(xg,zg)(ia) > ab.

Z (5.7) otrzymujemy

OF
|F(x, z) — a(l‘@, 29)(z — 20)
Wybierzmy liczbe 0 < § < a taka, ze M+/nd < ab. Niech ||z — x| < 0.
Wtedy

= |V F (29, 29) 0 (x — x0)| < M/n||x—20]].

F
|F($,zoia)—aaz($9,29)(:|:a) < Myn§ < ab < g};(azg,zg)(:l:a) :
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Lemat 5.36. Jesli |u — v| < |v], to liczby u i v majq ten sam znak.

Z lematu wynika, ze F(x,z9 +a) > 0 oraz F(x,z0 —a) < 0. Z wlasnosci
Darboux mamy F(z,z) = 0 dla pewnej liczby z z przedziatu (zy — a, 2o + a).
Takie rozwiazanie jest jedyne w tym przedziale, bo funkcja

(20 —a,20+a) 3z F(z,z2)

jest Scisle rosnaca, co wynika z dodatniosci pochodnej czastkowej wzgledem z.
Reasumujac pokazalidmy, ze dla ||x — || < 0 istnieje jedyne rozwiazanie z w
przedziale (zo—a, zp+a) speliajace F'(x,z) = 0. W ten sposéb otrzymujemy
funkcje z = g(x). Sprawdzimy, ze g jest funkcja ciagta. Zaltézmy nie wprost,
ze Ty, — x, ale g(x,)=g(x). Ciag g(z,,) jest ograniczony. Istnieje zatem
podciag g(zm, ) zbiezny do liczby Z # g(z) z przedziatu [zo — a, 2o +a]. Mamy

0 = Fom,, 9(em,)) — F(z,7).

Stad F(z,z) = 0. Ale Z # zy + a, bo F(x,z90 = a) # 0. Czyli Z lezy w
przedziale (2o —a, 2o+ a). Ale F(x, g(x)) = 0, wiec otrzymujemy sprzecznosé
z jednoznacznoscig rozwigzania.

Zbadamy rézniczkowalnos$é funkceji g(z). Przyjmujemy x = xo+ he;. Wte-
dy
oF
6%

We wzorze (5.7) podstawiamy z = g(z). Lewa strona wzoru zeruje sie. Otrzy-
mujemy wiec

V:DF(ZUG, Zg) @) (.T - 1‘0) =

(ZEQ, Zg)h

g(zo + he;) — g(zo)  o=(w0, 20)

h %(ZB@,Z@).

Mamy
xg = xo + 0(x — x0) = x0 + Ohe; 2 2o,

zp = 20 + 0(2 — 20) = g(x0) + Og(x0 + he;) — g(wo)] — g(wo) = 20,

bo g jest ciagta. Zatem

dg (29) = _871.(950,2’0)
Ox; (g, zg)
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Ten sam dowod daje

8272' %%($, Z) 2=g(x)

Widzimy, ze pochodne czastkowe funkcji g sa ciagte, zatem ¢ jest funkcja
rozniczkowalna. O]

Uwaga. Jedli wiemy, ze funkcja z = g(x) jest rézniczkowalna, to jej po-
chodne czastkowe mozna obliczy¢ stosujac rozniczkowanie niejawne. Mamy
F(z,g(z)) = 0. Rézniczkujemy wzgledem z; aby otrzymaé

ngZ (z,9(x)) + gf(x,g(x)) gxgz (z) = 0.

Chcemy obliczy¢ wielkosci z1, 29, . . ., 2, z rOWNanN
F1<5131,.’E2,...,.an;Zl,ZQ,...,Zm) = 0,
Fy(xy,mo, .o 021,22,y 2m) = 0, (5.9)
Fo(xy,zo, .. xn; 21,22,y 2m) = 0,

i otrzymac rozwiazanie w postaci

1 = gl<xlax27"'7xn)7
Z2 = 92(x17x27"'7xn)7 (510)
Am = gm(xthu'-wxn)-
Bedziemy stosowaé zapis
= (21,22, ..., Zn), 2= (21,22, 2m)-

Zatozmy, ze (zo,z9) € R™ x R™ jest rozwigzaniem uktadu. Rozwazamy wy-
znacznik

g—fll(xo;zo) %(xo;zo) o k(03 20)

g—fl?(xo;zo) %(xo;zo) o 52 (w03 20)
A =

o (wos ) (o 20) - 5ER (w0 20)
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Twierdzenie 5.37 (o funkcji uwiktanej). Zalozmy, ze funkcje Fy, Fs, ... F,,
sq klasy C. Niech punkt (xo;z) bedzie rozwigzaniem ukladu réwnan
oraz A # 0. Wtedy istniejg liczby 6 > 0 i a > 0 takie, zZe dla ||z — zo|| < ¢
istnieje jedyny z speimaj@cy |z — 20]] < a taki Ze (z,z) jest rozwigzaniem

uktadu rownan . Ponadto funkcje z sq klasy C*.

Przyktad. Czy w poblizu (z,y;u,v) = (1,1;1,1) mozna obliczy¢ u i v z
rownan

ru+yur? = 2,

ru® + y2v4 =
jako funkcje zmiennych z i y ? Przyjmujemy

Fy(x,y;u,v) = vu+ yuv® — 2,
Fy(x,y;u,v) = ou® + y?v* — 2.

Mamy

2 2

x+yv® 2quv
v 5 4—2#0

A= 3xu? 4yl

z=1,y=1,u=1,v=1 ‘

0 0
Chcemy obliczyé 8—u(1,1) i a—v(l, 1). Stosujemy rézniczkowanie niejawne.
x x
Otrzymujemy
a2y P o~
U+ — +yv? — uv — =
or U ox T 0a ’
5 Ou v
3 40 — = 0.
u® + 3zu? I + o7
Podstawiamy = = 1,y = 1,v = 1,u = 1. Po uproszczeniu otrzymujemy
8u 8v _ 1
8x 89@ B ’
ou v
3—+4— = -1
8x Ox
Zatem
rlﬂ |2—w
0 -1 4 0 3 -1 1
1) = -1, Za1= _—
Ox 2 2 Ox 2 2 2
3 4 3 4



Pochodne czastkowe 95

Dowdéd. Przyjmijmy oznaczenia a = xg i b = 2zp. Wyznacznik A w punkcie
or,

0z,

(a;b) # 0, ewentualnie zmieniajac numeracje

(a, b) nie znika, zatem jedna z liczb (a; b) w ostatniej kolumnie jest nieze-

9km

rowa. Mozemy przyjac, ze

0z,
rownan. Na podstawie Twierdzenia [5.33| mozemy z rownania
Fo(xy,xo, .. xn; 21,22, 00y Zm) =0
obliczy¢
Zm = (1, To, . Tps 21, 29, - Zme1) = g(x, 2).

Ponadto g(a,b) = by,. Po podstawieniu z,, = ¢(x, ) ostatnie réwnanie staje
sie tozsamosdcia
Fo(x;2,9(x,2)) = 0. (5.11)

Podstawiamy obliczong warto$¢ z,, do pierwszych m—1 rownan. Otrzymamy
uktad

Hl(ﬂl,g) = Fl('rv 2,g<$,5)) = O’
Hy(x,2) = Fy(r;2,9(x,2)) =0,
Hm—l(xa 2) = Fm—l(x; §7g(x7 2)) =0.
Chcemy obliczy¢ 21, 22, . . ., 2m—1 2 nowego uktadu rownan. Mamy rozwigzanie

x =a, Z="0, bo wtedy ¢g(a; Z~)) = b,,. Sprawdzamy, czy zatozenia twierdzenia
o funkcji uwiktanej sa spetnione dla nowego uktadu. Obliczamy

— 29 —1,2,...,m—1. 5.12
Dzj 0z * Dzm 0z J " (5.12)
Rézniczkujemy tozsamos¢ (5.11) wzgledem z;, aby otrzymac

oF,, N OF, 09
0z;  Ozy 0z;

i=1,2,....m—1. (5.13)

Rozwazamy wyznacznik

Alz: %) = det (gi (z: 5,9(1:,5)))

ij=12,..m
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Wiemy, ze dla z = a, 2 = b mamy g(a,b) = b,,. Zatem

A(a;b) #0.

0
W wyznaczniku A(z; Z) mnozymy ostatnia kolumne przez liczbe a—g(x, Z) i
Z .

J
dodajemy do j-tej kolumny, dla wszystkich 7 =1,2,...,m — 1. Otrzymamy

oOF 4 OF, 09g OF OF, Og OFy

0z1 Ozm 021 et 0Zm—1 0zm OZm_1 0zm
Az, z) = OFm—1 | OFm-1 Og OFm_1 | OFm_1 89  9Fm_1
0z1 Ozm Oz1 " Ozm-1 0zm  O0zZm—_1 0zm

OFm 4 OF, 0Og OF OF,, Og OF

0z1 Ozm 021 et 0Zm—1 0zm OzZm—_1 O0zm

Z (5.13) ostatni wiersz zeruje si¢ poza ostatnim elementem. Z (5.12)) otrzy-
mujemy wiec

%fll (x;2) ... 625; (x; 2)
Az, Z) = OFm
9 - . . )
Ozm | om ~ OH, ~
87:1‘1 (x;2) ... az;:l (x; 2)

OF,, . , . N L =
gdzie 5 jest obliczone w (z; Z, g(z, 2)). Poniewaz A(a,b) # 0, to wyznacz-
Zm

nik nowego uktadu dla x = a, z = b jest rézny od zera.
Mozemy zatem kontynuowac obliczajac kolejne zmienne

Zm = q(T1, . T2, Zmet),
Zme1 = G2(T1, - Ti 20, Zm2),
Zy = gm—l(xlw"a'xn;zl)a
21 = gm(x1, ..., 2).
Wykonujemy podstawienie wstecz, aby ostatecznie obliczy¢ zmienne z1, 2o, . . ., 2
Za POMOCa T1, T2, ..., L. ]

Szczegdlnym przypadkiem twierdzenia o funkcji uwiktanej jest twierdze-
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nie o funkcji odwrotnej. Checemy z uktadu réwnan

filzr, 2o, 2n) =y,
fg(flfl,l‘g,...,l’n) = Yo, (514)
jh(x17x27"'7xn) = yn7

obliczy¢ w1, 2o, ..., x,, jako funkcje od y1,ys,...,y,. Zalézmy, ze x = a i

y = b jest rozwigzaniem uktadu. Rozwazamy

Fl(qzl,...,xn;yl,...,yn) = fl(ﬂi‘l,...,%n)—yl :0,
FQ(-le"axn;yl?"'ayn) f2($1,---7$n) —y2 =0,

Fo(xy, oo Ty oy Yn) = falT1, oo 20) — yn = 0.

Z twierdzenia o funkcji uwiktanej badamy wyznacznik

oF OF; of1 of
Oxr1 7 Oxp Ox1 7 Ozp
A= : =1 : :
OFn OFy, Ofn Ofn
dry ' Ozp f/:; Or1 " Oxnlp—q
Wyznacznik
ofr ofr
oz Y Oz
Ofn Ofn
ox1 T Oz
nazywamy jakobianem odwzorowan fi, fo,..., fn-

Twierdzenie 5.38 (o funkcji odwrotnej). Niech U C bedzie otwartym pod-
zbiorem przestrzenia R™. Rozwazamy funkcje fi, fo, ..., fn klasy C' na U.
Zatozmy, ze uktad rownan ma rozwigzanie r = a, y = b dla a € U.
Jesh

afi

s - (2w 1

to uktad ma jednoznaczne rozwigzanie dla y w poblizu b i x w poblizu a. Tzn.
istnieje liczba 6 > 0 taka, Ze dla ||y —b|| < § istnieje jedyny punkt x € U taki,
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ze ||z —al| <8 oraz x iy sq rozwigzaniem ukladu (5.14)). Ponadto funkcje
I = gl(y17y27"'ayn)a

Ta = G2(Y1,Y2, -, Un),

Tn = gn<ylay27 cee 7yn)

sq klasy C*.

Przyklad. Rozwazmy uktad réwnan

ot + ot
= U)
x
sinz +cosy = w.

W poblizu jakich punktéw mozemy obliczy¢ x iy wzgledem w i v ? Obliczamy
jakobian

2 4 4 3
A=Pr -2 &
cos T —siny
Powinien by¢ spelniony warunek A # 0. Wyznacznik jest niezerowy dla
r =5 iy = 7. Zatem mozna rozwigzaC uktad w poblizu u = % iv =1

Rozwigzania beda lezalty w poblizu v = 7, y = 7.

Twierdzenie o funkcji odwrotnej mozna sformutowacé w postaci zblizonej w
zapisie do twierdzenia dla jednej zmiennej. Dla funkcji fi, fo, ..., fn: U — R
tworzymy funkcje f: U — R" wzorem

fi(x)
fo(7)

f(z) = € R", r = (21,2, ...,2,).

n()

Wtedy uktad réwnan w twierdzenia o funkcji odwrotnej ma postaé f(z) = v,
gdzie

Yn
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Zauwazmy, ze A = det(Df(a)) # 0. Zatézmy, ze f(a) = b dla a € U. Wtedy
dla y w poblizu b istnieje jedyne rozwiazanie x w poblizu a. Ponadto xz = ¢(y),
gdzie g jest klasy C'. Tzn. g jest funkcja odwrotng do funkcji f. Obliczmy
Dg(y). Mamy

9(f(x)) = .
Roézniczkujemy obie strony. Wtedy
Dg(f(x)) Df(z) = I,
czyli
Dg(y) = (Df(z))"", y=f(=).

Dla funkcji jednej zmiennej wzory maja postaé¢ y = f(x), x = g(y) oraz

Przyktad. W poblizu jakich punktéw funkcja f : R? — R?

flay)=(@—y2°+y°)

jest odwracalna ?

1 —1
= 5(z* +y*).

deth(x,y): 51,4 5y

Funkcja jest odwracalna poza punktem (0, 0).

5.9 Robzniczka

Rozwazmy funkcje rozniczkowalna f : R” — R. Wtedy
f(x) = fla) + V[(a) o (z —a),

gdy z,a € R™ sg blisko siebie. Istotnie wiemy, ze

o @) = f(@) = V(@) o (z — a)

7 [ = all

=0.

Wyrazenie V f(a) o (x — a) nazywamy rézniczka odpowiadajaca przyrostowi
x—a. Podobnie dla f : R" — R™ mozemy zapisaé f(z) =~ f(a)+Df(a) (z—a).
Oznaczmy D f(a) = A. Dla z blisko @ mamy y = f(z) = f(a) + A(z — a).
Zalozmy, ze y = f(a)+ A(x—a). Wtedy z = a+ A" (y—b). W rzeczywistosci
mamy = ~ a+ A" (y — b).
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6 Calki podwdjne

Niech R bedzie prostokatem [a,b] X [c,d]. Rozwazamy nieujemna funkcje
f(z,y) okreslong na R. Wykres ma postaé¢ powierzchni lezacej nad R. Po-
wierzchnia z = f(z,y) oraz cztery pionowe plaszczyzny x = a, x = b, y =ci

= d ograniczajg obszar tréjwymiarowy B. Chcemy obliczy¢ objeto$é¢ tego
obszaru. Zal6zmy, ze catka podwojna zostata okreslona tak, aby

//f(x,y)da:dy:/b/df(x,y)dxdyzvol(B).

Przyktady.

(a) f(z,y) =k, k > 0. Obszar jest prostopadtoscianem o wysokosci k.
b d
//kdxdy — k(b — a)(d — ¢).
(b) f(z,y)=1—2,0< 2 <1,0<y< 1. Obszar jest polowa szescianu o

boku 1.
11 1
//(1—x)dccdy:§.
00

6.1 Zasada Cavalieriego

Przy bardziej ztozonych funkcjach f(z,y) mozemy zastosowaé zasade Cava-
lieriego. Zatézmy, ze bryla ma wlasnoé¢, ze pola przekroju plaszczyznami
rownolegtymi do ustalonej ptaszczyzny, w odleglosci  od tej ptaszczyzny,
wynosza A(x). Bryla miesci sie pomiedzy ptaszczyznami x = a i © = b.
Wtedy

V= /bA(:L‘) dx.

Rozwazmy nieujemng funkcje f(x,y) na [a,b] x [c,d]. Pole przekroju ptasz-
CzZyzna plonowa T = Ty Wynosi

d

A(zo) = /f(wo,y) dy.

C
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Zatem objetos¢ bryty wynosi

sz(jf(m,y)dy) dx.

Mozna tez zastosowaé ciecia ptaszczyznami rownolegtymi do ptaszezyzny pio-

nowej y = 0. Wtedy
d /b
Vz/(/f(x,y)dx) dy.

Przyktad. f(z,y) =2 +y% -1<2<1L0<y<L

1

1 /1
1 2 2 4
_ 2 .2 _ 2 = _Zy 2 _=
V—/(/(x +y)dy) dx-/(x +3>dx st3=3
1 \0 21
6.2 Sciste okreslenie catki podwéjnej Riemanna
Podziatem prostokata R = [a,b] X [c, d] nazywamy pare P = (P, Ps), gdzie
P, jest podziatem przedziatu [a, b], a Py podziatem przedziatu [c, d]:
P1:{$07w1a"'7$n}7 PQZ{yanly"'vym}'

Podprzedziatem nazywamy kazdy z prostokatow
Sij = [Tic1, v X [yj-1,y5]-

Rozwazamy funkcje f(x,y) okreslona na R. Dla podprzedziatu S niech

ms(f) = inf f(z.y),  Ms(f)= sup f(zy)
z,y)ES (z,y)€S

Symbolem AS oznaczamy pole powierzchni prostokata S. Sumy dolne i gérne
sg zdefiniowane wzorami

L(P.f) =Y ms(HAS,  UP.f)= Y Ms(f)AS.

SeP SeP

Uwaga. Jesli f(x,y) > 0, to objeto$¢ obszaru pod wykresem miesci pomie-

dzy liczbami L(P, f) i U(P, f).
Podzial P’ = (Py, Py) nazywamy rozdrobnieniem podzialtu P = (Py, Ps),
jesli P; jest rozdrobnieniem P, a Pj rozdrobnieniem Ps.
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Lemat 6.1. Jesli P’ jest rozdrobnieniem P, to
L(P, f) < L(P', f), U(P, f) = U, f).

Okreslamy catki dolng i gbrna wzorami
[ 1@y dzdy=sw i, ). ] f@y)dedy =infUP, f).
R s R

Méwimy, ze funkcja f(z,y) jest catkowalna jesli

J[ 1wmydzay = [[ £y dwdy.
R R

Twierdzenie 6.2. Funkcja ograniczona f(x,y) na prostokgcie R jest cal-
kowalna wtedy 1 tylko wtedy, gdy dla dowolnej liczby € > 0 mozna znalezé
podziat P spelniajgcy

UP,f)—L(P,f) <e.

Uwaga. Dowdd jest bardzo podobny do przypadku jednej zmiennej. Impli-
kacja < jest uzyteczna.

Lemat 6.3. Kazda funkcja ciggla f(x), o wartosciach liczbowych, okreslona
na zwartym podzbiorze R C R? jest jednostajnie ciggla, tzn. gdy dwa argu-
menty funkcji sqg potozone blisko siebie, to rowniez wartosci funkcyi lezg blisko
siebie. Czyli

Ve>030>0Vr,y € R ||z -yl <d=|f(z) - fly)| <e.

Dowdéd nie wprost. Zatézmy, ze istnieje (zlosliwa) liczba e > 0 taka, ze dla
Op = % istnieja punkty x, i y, w R spelniajace

1
|Zn — ynll < o |f(zn) — flyn)| > €.

Z ciagu x,, mozna wybra¢ zbiezny podciag z,,. Niech z,, — Zo. Wtedy

1
1Y = @oll < M = i | + Nl = woll < 7=+l = o] = 0.

Cayli yn, — wo. Zatem f(zy,) — f(z0) oraz f(yn,) — f(xo). Otrzymu-
jemy sprzecznosé, bo |f(xn,) — f(yn,)| = €. O
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Twierdzenie 6.4. Funkcja ciggla jest catkowalna na prostokgcie.

Dowdd. 7 jednostajnej ciagtosci, jesli podziat P jest wystarczajaco drobny,
toU(P,f)— L(P, f) <e. O

Twierdzenie 6.5. Rozwazmy dwie funkcje f i g, catkowalne na prostokqgcie
R. Wtedy

(i) //(f—f—g)dxdy://fdxdy—f—//gdxdy.
R R R
(1) //cfdxdy:c//fd:cdy.

(111) Jesli f(z,y) < g(x,y) na R, to
//fd:vdy<//gda7dy.
R R

() Jesli R;, i = 1,2,...,n, sqg prostokgtami o bokach réwnoleglych do osi
takimi, Ze f jest catkowalna na kazdym z nich oraz R = Ry U...U R,
to [ jest catkowalna na R oraz

//fdxdy _ Z//fdxdy,
R =1,
przy zalozeniu, Ze wnetrza prostokgtow R; sq rozlgczne pomiedzy sobg.
Uwaga. Prostokaty R;, i = 1,2,...,n, nie musza tworzy¢ podziatu prosto-

kata R. Ale mozna rozdrobni¢ kazdy z prostokatéow R;, aby uzyska¢ podziat
prostokata R.

Twierdzenie 6.6 (Fubini). Zaldimy, ze funkcja f(x,y) jest ciggla na pro-
stokgcie [a,b] x [c,d]. Wtedy

//f(x,y>dxdy=/b (/dﬂx,y)dy) dxz/d (if(w)dw) dy.
R a c c a
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Dowdd. Rozwazamy podzialty a = xp < 21 < ... <x, =bic=yg <y <
< Yy = d.

/(/fﬂcy dy) dx—zx/ (z/ &,y dy)d

1 J 11/] 1
n m L Yj n m T
= Z/ /f(a:,y)dy dx:ZZ/F x)dx
i=1j=1z7, \y i=1j=1,"
Fj(z)

F;(z) jest funkcja ciagla na [x;_1, z;], co wynika z lematu ponizej.

Lemat 6.7. Dla funkcji f(x,y) cigglej na [a,b] X [c,d] funkcja F(x) =
d

[ f(z,y)dy jest ciggla na |a,b].

Dowod lematu.

d d d
F(e) = Flez) = | [ flany)dy = [ faz)dy| < [ 1f@1,9) = oz )] dy.

Z jednostajnej ciggtosci dla € > 0 mozna znalez¢ liczbe 6 > 0 taka, ze

€
d—c

Wtedy dla |21 — 25| < 6 mamy |f(z1,y) — f(22,y)| < z=. Ostatecznie

[(z1,91) = (22, 92)|| <6 = [f(21,91) — fl72,92)] <

€

[F(21) = Flz2)| < o—

(d—c)=c¢.

Z twierdzenia o wartosci éredniej istniejg punkty &;;, dla ktérych
/ Fj(z)dr = Fj(§i;)Ars, i1 < & < 5

Dalej
Yj

F(&;) = / fijsy) dy = f(&j,mij) Dy, yi—1 < mij < Yy,

Yj—1



Caltki podwdjne 105

dla pewnych punktéw n;;. Zatem

b d n m
/ (/f(%y) dy) de =" f(&j.mij) AziAy;,

e
= AS;;

gdzie Sij = [,Ti_l,.fﬁi] X [yj—l'yj]- Punkt (&j, 77”) lezy w Sija St%d

b o/ d
Lp.< [ ( [ fa.y) dy) dx <U(P. ).
gdzie P jest podziatem wyznaczonym przez prostokaty S;;. Ale

LP. 1) < [[ fay) dedy <U(P, ).

Funkcja F jest catkowalna, wiec mozna wybraé¢ podzial P taki, ze U(P, f) —
L(P, f) < e. Wtedy

/[ faw) dasdy—/b (/df(as,y) dy) o
R a c

<E.

O
Niekiedy bedziemy musieli oblicza¢ catki z funkcji nieciagtych, np. przy
wyznaczaniu objetosci bryl, ktérych podstawa nie jest prostokatem.

Przyktad. Niech f(z,y) bedzie nieujemna funkcja ciagla okreslona w kole
22 4+ 3% < 1. Cheemy obliczyé objetosé obszaru pod wykresem. Wkladamy
koto w kwadrat [—1,1] x [—1,1] i okreslamy funkcje

z fla,y) o +y* <1,
fla,y) = @) >, o
0 rt+y > 1

Wtedy V = // f(z,y) dx dy.
[—1,1]x[~1,1]
Ogolnie, jesli chcemy obliczy¢ catke / / f(z,y)dxdy, gdzie C C R? to
c

wkladamy C' w prostokat o bokach rownolegtych do osi i obliczamy

| 1@.ice,y) dedy.
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Pojawia sie problem catkowalnosci funkcji f(z,y)lc(z,y). Jesli Io(z,y) jest
catkowalna a f(x,y) jest ciagla, to iloczyn jest funkcja catkowalna, bo iloczyn
funkcji catkowalnych jest catkowalny.

Przyktad. C' = {(z,y) : z*> + y*> < 1.}. Funkcja Tg(x,y) jest nieciggla
w punktach okregu 2% + y? = 1. Ogdlnie funkcja Mo (z,y) jest nieciggla na
brzegu zbioru C' oznaczanym symbolem 0C.

Definicja 6.8. Mdéwimy, ze zbiér A C R? ma miare zero, jesli dla dowolnej

liczby € > 0 istniejg prostokaty { R, }52, takie, Ze

AcUR., Y AR,<e=

n=1 n=1

Przyktady.
(a) Punkt ma miare zero. Skonczony zbiér punktéw ma miare zero.

(b) Przeliczalny zbiér punktéw ma miare zero. W szczeg6lnosci zbiér punk-
tow w kwadracie [0,1]*> o obu wspétrzednych wymiernych ma miare
Zero.

(c¢) Poziomy odcinek ma miare zero. Rowniez uko$ny odcinek ma miare
zero.

(d) Zbiér punktéw kwadratu [0,1]* o obu wspétrzednych niewymiernych
nie ma miary zero.

Twierdzenie 6.9. Ograniczona funkcja na prostokqgcie jest catkowalna wtedy
1 tylko wtedy, gdy zbior jej punktow nieciggtoSci ma miare zero.

Twierdzenie 6.10. Niech f bedzie funkcjg catkowalng na prostokgcie R =
la,b] x [¢,d]. Dla a < x < b niech

— o

d
flz,y)dy = L(z) <U(z) = /f(x, y) dy.

Wtedy funkcje L(x) i U(z) sq calkowalne na [a,b] oraz

//f(w,y) dx dy = /bL(x) de = /U(m) dz.

R

a



Caltki podwdjne 107

Uwagi.

1. Jedli funkcja y — f(z,y) jest catkowalna na [c,d] dla a < z < b, to

//f(x,y)dﬂﬂdysz(/df(m,y)dy> dx.

2. Zamieniajac rolami z i y i przyjmujac, ze funkcja x — f(z,y) jest

catkowalna na [a,b] dla ¢ < y < d, otrzymamy

J] fay)dwdy = /d ( /b fa.y) d:c) dy.

Dowdéd. Niech P = (P, Py) bedzie podziatem prostokata R. Rozwazmy jeden
prostokat podziatu S = .57 x S;. Mamy

ms(f) = ms,xs,(f) < mg,(f(x,-)), dlazesS;.

L(Py, f(z, L(x), dlaze€S.

“‘\&

Po wzigciu kresu dolnego wzgledem = € S otrzymujemy

> msyxs, (f)ASy <ms, (L).
S2EPs

Zatem
(P f Z Z m51><52 ASIASQ < Z mgl(ﬁ)ASl = L(,Ph[')
S1€P1 S2€P2 S1eP;

Podobnie pokazujemy, ze U(P, f) > U(P1,U). Reasumujac otrzymujemy

L(P,f) < L(P, L) <U(P, L) KU(P,U) <U(P, f).
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Z zalozenia f(z,y) jest caltkowalna. Stad wynika, ze L(z) jest catkowalna na
la, b]. Ponadto

L(P, ) < / [ 1.y deay <U(P. ),

L(P, f) < /E U, f).
Zatem //f(x,y) dxdy:/bﬁ(w) dx. O
R a

Przyklad. D = {(z,y) : 2? + y* < 1}. Znalez¢ objeto$¢ obszaru pod wy-
kresem funkcji f(x,y) = 22 + y + 5 na D. Obliczamy

//f:cy dx dy = // (2x 4+ y + 5)p(z,y) dx dy
[-1,1)?

Viez?

1
( (22 +y + 5)1p(z, ) @J / {/ (22 +y +5) dy dz
-1 _

Viez2

1
2/ (22 + 5) \/1—x2dx—10/\/1—x2dx—57r
—1

Twierdzenie 6.11. Niech y = f(x) bedzie funkcjq ciggle na [a,b]. Wtedy
wykres funkcji f ma miare zero.

Dowdéd. Ustalmy € > 0. Mozna znalez¢ liczbe naturalna N taka, ze

/ b—a , e

Dzielimy przedziat [a,b] na N réwnych czedci punktami a = zg < 21 < ... <
ry = b. Okreslmy z_1 = a — b]_v , Tyy1 = b+ b_T“ Kazdy z punktow x
przedziatu [a, b] lezy w jednym z przedz1a}ow (:Ul 1L,Zip1) dlai=1,2,... N,

Jesli v € (-1, %i11), to |f(w) — f(2:)] < g Sy Lo oznacza, ze

)€ (100 - g T+ g5 )
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Zatem wykres jest zawarty w zbiorze

N

U(xi,l,xiﬂ) X (f(mz) - ﬁa f(‘rl) + 8(bE—a)) )

=1

Suma pol sktadnikéw tego zbioru wynosi

2(b—a) € £

N 4Ab-a) 2

6.2.1 Obliczanie pdl

Dla ograniczonego podzbioru D C R? takiego, ze D ma miare zero okresla-

v A(D) ://dacdy:// 1p(z,y)dx dy,

gdzie R jest prostokatem zawierajacym D. Niech P bedzie podziatem pro-
stokata R. Wtedy

L(P,1p) =) ms(Ip)AS,  U(P,1p) =) Ms(Ip)AS.
3 3

Wielko$¢ L(P, 1p) jest suma pél prostokatéw podziatu catkowicie zawartych
w D, natomiast U (P, 1p) jest suma pol prostokatow podziatu majacych czesé
wspOlna z D. Polem wewnetrznym nazywamy kres gorny liczb L(P, 1Ip) a
polem zewnetrznym kres dolny liczb U(P,1p). Méwimy, ze obszar D ma
pole, jesli pole wewnetrzne jest rowne polu zewnetrznemu. Obszar D ma
pole wtedy i tylko wtedy, gdy 0D ma miare zero. Méwimy wtedy, ze obszar
jest mierzalny w sensie Jordana.

Twierdzenie 6.12. Jesli f(x,y) jest funkcjq ciggle w prostokgcie R i D C R
jest mierzalny w sensie Jordana, to catka

/] fay) dwdy

jest dobrze okreslona.
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Dowad.
J[ @y dvdy = [[ f@.p)o(e,y) dvdy.
D B
Funkcja f(z,y)Ip(z,y) jest nieciagta tylko w punktach 0D. O]

Twierdzenie 6.13. Niech Dy i Dy bedg ograniczonymi roztgeznymi podzbio-
rami R? mierzalnymi w sensie Jordana. Dla funkcji f(x,y) cigglej na D1UD,
mamy

| t@ydvdy = [[ fa.y)dwdy+ [[ f(a.y) dwdy.

Dowédd. Wktadamy D, i Dy w prostokat R. Wtedy

// fd:cdy://fIIDluDdedy://f[]IDI+11D2]d:cdy
R R

D1UDo
//f][Dldxder/ f]IDdedy://fdxder//fdxdy.
1 Do

R R D

]

Przyktad. Dwa boki rownolegtoboku D znajduja sie na poziomach y = ¢ i
y = d. Dolny bok miesci sie pomiedzy © = a i x = b a gérny pomiedzy a’ i O/
oraz a’ > a. Wkladamy D w prostokat R = [a, V] X [c,d]. Wtedy

A(D) :// Ip(z,y) dxdyf(b/]ID(x,y) dac) dy.

Cc a

Przy ustalonej wartosci y funkcja Ip(z, y) jest réwna 1 na przedziale dtugosci
b — a. Zatem

A(D) :/(b—a)dy: (b—a)(d—c).
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6.2.2 Zmiana kolejnosci catkowania

Rozwazmy catke iterowang

Przy zmienionej kolejnosci catkowania obliczenia okazaly sie tatwiejsze. Po-
dobnie

log x log2 2

2
// (x—1) \/1+269dydx—//x—l V1+2eYdxdy
10

log 2

- [ Vitae(e- ey);a Lo — 1) dy.

0
W ostatniej calce wykonujemy podstawienie u = 1 + 2e¥. Wtedy

u—1

2

eV =

du = 2¢Y dy.

Otrzymujemy

[va(2-t5) g

Definicja 6.14. Obszar D C R? nazywamy tukowo spéjnym, jesli dla do-
wolnych dwéch punktow (z1,y1) i (x2,y2) w D mozna znalezé funkcje ciggla
¢ :[0,1] = D takg, ze o(0) = (z1,91) oraz p(1) = (22, 92).

Twierdzenie 6.15 (o wartosci Sredniej). Niech f(z,y) bedzie funkcjq ciggly
na zwartym obszarze D C R? mierzalnym w sensie Jordana i tukowo spéjnym.
Wtedy

|| £lay) dedy = flao, p)A(D)

dla pewnego punktu (xo,yo) w D.
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Dowod. Mamy

m = min_f(z,y) = f(z1,01), M = max f(z,y) = f(z2,12)
(z,y)€D (z,y)eD

dla pewnych punktéw (z1,y1) i (22,y2) w D. Dalej
mA(D) < [[ f(e,y)dedy < M A(D).
D
Jesli A(D) =0, to teza jest speliona. Niech A(D) > 0. Wtedy

1
flerm) =m < o5 é/ f,y)dody < M = f(za, 1)

[0

Niech ¢ bedzie funkcja ciagla taka, ze ¢ : [0,1] — D oraz ¢(0) = (z1,v1),
©(1) = (z2,92). Rozwazmy funkcje g(t) = f(p(t)). Wtedy g jest funkcja

ciagla oraz g(0) = f(z1,41) 1 g(1) = f(z1,91). Ponadto g(0) < o < g(1). Z
wlasnosci Darboux mamy ¢(tg) = « dla pewnej wartosci 0 < tg < 1. Tzn.

f(e(to)) = a oraz p(ty) = (w0, yo). m
6.2.3 Geometria odwzorowan z R? w R?

Przyklady.

(a) Niech D =[0,1] x [0, 27). Okreslamy

T(r,p) = (rcosp,rsinp).

T odwzorowuje prostokat D w koto jednostkowe.
rT+y r—y

(b) T'(z,y) = ( 5 5 ), D = [-1,1] x [-1,1]. T jest odwzorowa-

niem liniowym. Aby wyznaczy¢ obraz T(D) wystarczy wiec znalezé
obraz wierzchotkow obszaru D. Mozna tez wskaza¢ warunki jakie mu-
sza spelnia¢ punkty z T'(D). Niech u = ’”—;y iv="% Wtedy z = u+v
iy =u—v. Zatem punkt (u,v) spetnia |[u +v| <11 |u—v| < 1. To
oznacza, ze |u| + |v| < 1.
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6.3 Twierdzenie o zamianie zmiennych

Dane sg dwa zbiory D i D* w R? i odwzorowanie T : D* — D klasy C*, r6z-

nowartosciowe oraz T'(D*) = D. Zaktadamy, ze D i D* sa mierzalne w sensie

Jordana. Chcemy wyrazi¢ wielkosé / / f(z,y) dx dy jako catke po zbiorze D*
D

z funkcji ztozonej f o T.

Uwaga. Dla funkcji jednej zmiennej mamy

©(b) b
f(z)dx = /f(sO(U))w’(U) du,  [a,b] == [p(a), (D).
) a

v(a
Zaczniemy od przypadku f = 1. Tzn. chcemy obliczy¢ / / dx dy = A(D) za
D

pomoca calki po obszarze D* z funkcji 1 ewentualnie domnozonej przez jakas
funkcje zalezng od T
Wiemy, ze jesli T' jest odwzorowaniem rézniczkowalnym w (ug, vp), to dla
odwzorowania liniowego DT (ug, vg) zadanego macierza
Ox Ox
—(ug,v9) = (ug,v
dy dy
—(ug,vo) —==(ug,v
(’3u( 0, o) 811( 0, o)

DT(U(), Uo) =

mamy

T(u,v) ~ T(ug,vo) + DT (ug,vg) (ig) =: T(u,v),

gdzie Au = u—ug oraz Av = v—uy. Jesli S jest malym prostokatem, o bokach
rownoleglych do osi, wewnatrz D*, ktérego dolnym lewym wierzchotkiem jest
punkt (ug, vp), to obraz T'(S) jest w przyblizeniu réwnolegtobokiem oraz

A(T(S)) m A(T(S)) = | det(DT (up, v9))| A(S).

Przypusémy, ze obszar D* zostat wlozony w prostokat R, ktory nastepnie
podzielilismy na mate prostokaty Si. Rozwazamy tylko prostokaty S catko-
wicie zawarte w D*. Niech (uy, v) oznacza lewy dolny wierzchotek prostokata
Sk. Wtedy

/ / drdy = A(D) = A(T(D*)) ~ ; | det (DT (ug, vi))| A(Sy).
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W granicy, gdy srednica podziatu dazy do zera, otrzymamy

Z/dﬂ?d?/:!*/|detDT(u,v)|dudv.

Jakobianem odwzorowania 7' nazywamy wyznacznik

o o
Jr(u,v) = gz g; :
ou v

Oznaczmy (xg, yr) = T'(ug, vx). Mamy
J] Fay)dedy ~ 3 flan, m) AT(S1)
~ 3 f (o gl T (e o)) | AGSK) & [ (T (,0)) L (u,0)] du do.
k jox

Ostatecznie otrzymujemy wzor

//f(x,y) dxdy://f(T(u,v))|JT(u,v)|dudv. (6.1)

Przyklad. Rozwazmy catke / e du. Mamy

o0

/ e dy = 2/6_‘70 dx
—00 0

R R 1/2 /2
=92 [P}im (/ e v dx) (/ eV’ dy)] [ lim // ~@ 497 g dy]

0 0 [OR

Niech Dp oznacza cze$¢ kota o srodku w poczatku uktadu i promieniu R
lezaca w pierwszej ¢wiartce. Wtedy

// —(@*+y?) dx dy < // (@*+4?) dx dy < // $+y ) dx dy.

[0,R]?
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Uzyjemy wspotrzednych biegunowych

T =7Tcosp, y=rsiny, O<<,0<g, 0<r <R
Mamy S
r Ox
g or % __|cosp —rsing|
|9y Oy| |sing rcose |
ar 0Oy

Prostokat [4, R] x [0, 7] jest przeksztalcony na ¢wiartke pierdcienia
Dsp={(x,y) : 1,y >0, & <2’ +y° <R’}
Zatem

// e~ @) gy dy = lim // e~ @) da dy
P 6—07+
R

Ds r
5 R

R 3 R
= lim //e’ﬂrdgod'r = tim /e’TQrdr = E/e”grd'r’
6—0+ sy 2 §—0+ J 2

W $Swietle poprzednich obliczen otrzymujemy

[e.o]

/ e dy = VT

Uwaga. Wspoélrzedne biegunowe sg uzyteczne, gdy funkcja podcatkowa za-

wiera 22432 a obszar calkowania jest kolem lub fragmentem kota. Rozwazmy
catke / / log(z?® +y?) dx dy, gdzie D jest wycinkiem kota opisanym przez wa-
D

runki a <7 <bi0 < ¢ < 7. Po zamianie zmiennych otrzymujemy

/

b
log(r?) rdr = g/log(TZ) rdr.

O\w\:a
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Niekiedy warto uzy¢ wspotrzednych biegunowych mimo, ze obszar nie jest
"wygodny”. Rozwazmy catke

// a2+ y? dx dy.
[0,1)2
Ze wzgledu na symetrie mamy

//\/x2+y2dxdy—2//\/x2—|—y2da:dy.

[0,1)2
y<z

™

Mamy 0 < p < —oraz 0 <rcosp < 1. Tzn. 0 < r . Otrzymujemy
4 Cos
wiec
o 1 z z
4 cosp
2 2
//\/x2+y2dxdy:2/ / r2drde = = f/ COSSO 5 dip.
3 cos3 3.J (1 —sin®g)?
[0,1]2 0 0 0

W ostatniej calce po podstawieniu u = cosy otrzymamy catke z funkcji
wymierne;j.

7 Calki potréjne i wielokrotne

Przedzialem R C R¥ nazywamy iloczyn kartezjanski

R = [a1,b1] X [ag, bo] X ... X [an, by].
Objetoscia przedziatu jest wielkosé

AR = (by —ay)(byg —az)...(by —ay).

Podzial P przedzialu R oznacza rodzine podziatéw P = (Py,Pa, ..., Pn),
gdzie P; jest podzialem przedziatu [a;, b;] na k; czesci. W ten sposéb otrzy-
mujemy podzial R na kiks ... ky czedci (podprzedziatéw). Dla podprzedziatu
S okreslmy

ms(f) = inf f(z),  Ms(f) = sup f(z),

zcs z€S

gdzie f(x) jest funkcja ograniczona na przedziale R. Sumy dolne, gérne, catke
dolng i gérng oraz catke okreslamy tymi samymi wzorami co dla funkcji
jednej i dwu zmiennych. Mozna podobnie udowodni¢, ze funkcje ciagte sa
catkowalne.
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Definicja 7.1. Méwimy, Ze zbior A C RY jest miary zero, jesli istnieje cigg
przedziatow S, taki, Ze

Ac | Sa Y AS, <e,
n=1 n=1
dla dowolnie wczesniej ustalonej liczby dodatniej .

Twierdzenie 7.2. Ograniczona funkcja f okreslona na przedziale R C RN
jest catkowalna wtedy i tylko wtedy, gdy zbior jej punktow nieciggtosci ma
miare zero.

Twierdzenie 7.3 (Fubini). Niech A C RY i B C RM bedg przedziatami.
Zaléimy, ze funkcja f okreslona na A x B C RN x RM@ jest catkowalna.
Dla x € A niech

- /f(x,y)dy, Ul(z) = /f(x,y)dy
B

B

Wtedy funkcje L(x) i U(z) sq calkowalne na A oraz

/ f(:p,y)da:dy:/E(m)da::/L{(x)dm

(o) ae= (o)

B
Jesli funkcja f(x,y) jest ciggla, to mozna pomingé znaki calki dolnej i gornej.
Przyktad. Rozwazmy funkcje trzech zmiennych f(z,y,z) ciaglta na R =

[&1,[)1] X [Clg,bg] X [ag,bg]. Okreélmy A = [Gl,bl] X [Clg,bg] i B = [ag,bz].
Wtedy

///f(ar,y,z)dxdydz:// (7f(a:,y,z)dy) dr dz

= 7 (7 (7]‘(:6,3/, z) dy) dz) dzx.

"Punkty z RV x RM bedziemy oznaczaé przez (x,y)
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MogliSmy zamienié¢ catke podwdjna po A na calke iterowang bo catkowana
funkcja zalezy w sposéb ciaglty od z i z. Przy funkcji trzech zmiennych mamy
szes¢ mozliwosci zamiany na catke iterowana.

Uwaga. Inny zapis catki iterowanej to:

b1 b3 bo by b3

///fxy, dydzda:—/dx/dz/fxy,

ai az az

Twierdzenie 7.4. Dia funkcji cigglej o okreslonej na przedziale R C RN~!
wykres funkcji @, czyli 2biér D = {(z,o(x)) : & € R} jest miary zero w RY.

Przyklad. Przesunicta podprzestrzen (N — 1)-wymiarowa w RY ma miare
zero. Podprzestrzen zadana jest wzorem

a1%1 + asxy + ... +ayzy = b.

Mamy a; # 0 dla pewnego k. Wtedy

b 1
T =—— —(mr + ... +a@r+ ... +anzy)
Qg Gk

opisuje wykres funkcji cigglej na R¥-1. Jesli D C R¥ nie jest przedzialem,
to okreslamy

[ f@yde = [ @)1p(@) da

D R

dla przedziatu R zawierajacego D. Zat6zmy, ze f(z) jest funkcja ciagta. Wte-
dy funkcja f(z)1p(x) moze byc nieciagta tylko w punktach brzegu 0D. Jesli
0D ma miare zero, to f(z)1p(x) jest catkowalna, np. gdy zbiér 9D jest suma
kilku wykreséw funkcji ciagtych N — 1 zmiennych.

Przyklad W jest obszarem w R? okreslonym przez warunki z,y > 0 oraz
2% 4+ 12 < 2z < 2. Cheemy obliczy¢ / / / xdx dydz. Niech D bedzie obszarem
W
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w plaszczyznie (z,y) okreslonym przez z,y > 01 22 + y? < 2. Wtedy

///xdmdydz-//d:cdy / :vdz-/ (2 —2* —y*) dx dy

2+y

{x(2 — x?)3/2 — zl))ac(2 - )3/2] dx

I
O\S
Q
S
O\
8 "
[\)
|
S
[N}
|
<
N
QL
NS
I

2 2 V2
== /:c(2—a:2)3/2d:c =——(2-2»)Y =
3 / 15 0

8
—V2.
15\/—

Sciste uzasadnienie przejéé¢ do calek iterowanych jest nastepujace. Mamy

W C [0,v2] x [0,v2] x [0,2] =: R.

///a:dxdydz-///a:]lwxy, Ydrdydz = // dxdy/x][wxy,

[0,/2]2

= // dx dy / xlp(x,y)dz = // (2 —2* — ) Ip(x,y) dzx dy

[0,v/2)2 x2+y?
2—x2

dx / (2 — 2% —9?) dy.
0

O\E

Twierdzenie 7.5 (o zamianie zmiennych). Niech D i D* bedg obszarami w
R". Zatéimy, ze T jest odwzorowaniem rézinowartosciowym klasy C takim,
ze T(D*) = D. Wtedy dla funkcji f(x) cigglej (lub calkowalnej) okreslonej
na D mamy

/f dx—/f ) | Jr(w)| du,
gdzie Jp(u) jest jakobianem odwzorowania T w punkcie wu.

Uwaga. Dla v’ blisko © mamy

T(u)~T(u)+ DT (u)(uw —u),
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czyli odwzorowanie T zachowuje si¢ w przyblizeniu jak ztozenie dwu przesu-
nie¢ i przeksztalcenia liniowego o macierzy DT'(u). Przy takim przeksztatce-
niu objeto$¢ obrazu matego przedziatu S obliczamy wzorem

AT(S) = AS|Jr(u)|, gdzieu € S.
Przyktlady.
(a) / / @yt +2)/ dx, dy dz, gdzie D jest fragmentem kuli jednostkowej
D

lezacym w pierwszym oktancie. Zastosujemy wspotrzedne sferyczne

x 7 sin p cos 1,
Yy 7 sin @ sin ¢, (7.1)
z T COS P,

Y
okreslone wzorami wyzej nie jest roznowartosciowe na D* = [0,1] x

[07231 x [0, ], ale staje si¢ takie, gdy r > 0. Okreslamy 7'(r, ¢,

(x,y, z) wg wzoréw (7.1). Mamy
| Jr(r, 0, 0)] = ¥ sin .
Dalej

// @ g0y dy = /// e’ r?sin o dr dy dip
D D
1

Ju

vl

jus
2 1

1
= ///r2er3 sin p dy dip dr = g/T2€T3 dT/SinSOdSOZ %67‘3 - %(6_1)’
000

0
0 0

(b) Obliczymy objetos¢ kuli D = {(x,y,2) : 22 + y* + 2% < R*}. Mamy

V:/V//dxdydz.

Przechodzimy do wspétrzednych sferycznych.

™ 2 ™

R R
4
V:/dgp/dzﬁ/r%ingpdrz%r/?ﬂdr /singpdapz §7TR3.
0 0 0 0 0
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Obliczenia nie sa do konca Sciste, bo wspélrzedne nie sa jednoznaczne
na petnej kuli. Mozna je uscisli¢ nastepujaco. Rozwazamy podzbior kuli
D, dla € > 0, okreslony warunkami

e<r< R, e<p<nm—¢g 0<Y<L2r—c.

Wtedy

T—E 2m—e

R
V= lim V. = lim dy / d¢/rzsin¢dr.

e—0t e—0
€

Wspotrzedne cylindryczne okreslone sa przez

T = TCosyp,
= 7rsinep,
z = z,

co oznacza, ze w plaszczyznie (z,y) przechodzimy do wspéirzednych biegu-
nowych. Wtedy

(z,y,2) cosp —rsing 0

J=—F""2L=|sing rcose O0|=r.
3(7“, 2 Z) 0 0 1
2 V2zx—x2 a

Przyktad. [ = /dx / aly/z\/x2 + y2 dz. Obszar calkowania wzgledem
0 0

0

x 1y jest opisany warunkami 0 < z < 2, 0 < y < 2z — 22. Po przeksztal-
ceniu otrzymujemy z? + 3% < 2z, y > 0. Rozpoznajemy gbérne pétkole o
promieniu 1 i $rodku w punkcie (1,0). Po przejéciu do wspotrzednych biegu-
nowych otrzymujemy warunki r < 2cos g oraz 0 < ¢ < /2. Zatem

/ azr
I:/dgo/dr/zrdz—i/g
0 0

4a? 4a? 1
:go/(l—sinzw)coswdtp:g(singo—?)sin?’gp) ’0 =5

7|'

2 cos <p 4
=20 [ os? pdyp
0

3

VB

(03]

IS
[}
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Gorne potkole sugeruje, ze podstawienie
rx=1+rcosp, y=rsinp, dlad<r<1, 0<p<m,

mogltoby by¢ przydatne. Jednak po takim podstawieniu otrzymujemy ”nie-
przyjazng” catke

a

by 1 a2 ™ 1
I:/dgp/dr/zr\/r2+2rcosgo+ldz: E/dgp/r\/r2+2rcosg0+1dr.
0 0o 0 0 0

7.0.1 Srodek masy

W punktach Py, Py, ..., P, umieszczamy masy mq, Mo, . .., mMy,. Srodek masy
P uktadu spetnia
opP="=.

>m,
=1

Jedli masa jest roztozona w sposob ciggly w obszarze D z gestoscig masy
o(z,y,z) w punkcie (z,y, 2), to srodek masy wyraza sie wzorem

/// zo(z,y,2)drdydz
o ///Q(x,y,z)dmdydz ‘

Podobnie wzory mamy dla wspotrzednych 7 i Z.

Przyktlad. Znalezé¢ srodek masy gérnej potkuli o promieniu 1, czyli obszaru
2?2+ 9?4+ 22 < 1, 2 > 0. Przyjmujemy staly gestoéé masy o = 1. Ze wzgledu
na symetrie obszaru srodek masy ma wspétrzedne (0,0,%). Obliczamy

3 27 1
_ 3 3 9 . o, L1 3
Z—%/D//zdxdde—27T0/dg00/dwo/rcosg0r sinpdr =3 1 9°%8
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7.0.2 Moment bezwladnosci

Rozwazamy cialo D o gestosci masy o(x,y, z) w punkcie (z,y, z). Moment
bezwtadnosci wzgledem osi  wyraza si¢ wzorem

I, = ///D(y2 + 22 o(x,y, 2) dx dy dz.

Podobnie okresla si¢ momenty I, oraz I..

Przyktad. Obliczy¢ moment bezwtadnosci wzgledem osi z obszaru pomiedzy
paraboloidg z = x? + y?, cylindrem z? + y* = a® oraz plaszczyzng z = 0,
przyjmujac o = 1. Obszar opisany jest warunkami

0< z< 2?2 +9y2 < d’

Uzyjemy wspotrzednych cylindrycznych. Wtedy

IZ:/]D//($2+y2)dxdydz:Zrdcpfdz/aTQ-rdr

Vz

0421

7.0.3 Potencjal grawitacyjny

W punkcie (z,y,z) umieszczamy mase M. Sita oddzialywania na mase m
umieszczona w punkcie (x1,y1, 21) jest gradientem potencjatu

GmM
(x—21)2 + (Y —y)? + (2 — 21)2‘

V(xbyzazl) = \/
Zaktadamy, ze masa jest rozmieszczona w obszarze D z gestoscia o(x,y, 2).
Wtedy potencjat wyraza sie wzorem

V(ry,y1,21) = /D// \/@ I R O ST dz dy dz.

Sita oddziatywania na mase m umieszczong w punkcie (x1, 1, 21) jest rowna

VV(x1,y1,21).
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Przyktad. Zatézmy, ze D jest obszarem zawartym pomiedzy sferami

Pyt =l 2 2 =
gdzie r1 < r9. Przyjmujemy o = 1 oraz m = 1. Obliczymy wartos¢ potencjatu
w punktach przestrzeni poza D. Ze wzgledu na niezmienniczo$¢ na obroty
wzgledem poczatku uktadu wystarczy obliczyé¢ V (0,0, R). W obliczeniach
uzyjemy wspotrzednych sferycznych.

1
V(0,0, R) /// dx dy dz
\/x2+y + (2 — R)?

by 2 T2 Uy 9 .
r?sin @ r#sin
~[d /d/ ar =2 [ar [ d
0/800 wrl Vr? —2rRcos ¢ + R? " Wm TO Vr?2 —2rRcosp + R? 4

W wewnetrznej calce stosujemy podstawienie
u=1r>—2rRcosp+ R* du=2rRsinydp.

1 (r+R)? 9 o
SV(0,0.R) = R/rdr / —du:g r[r+ R~ |r — R[] dr

T1

Zatozmy, ze R < r1. Wtedy

1
ZV(0,0.R) /er dr = 2m(r2 — 12).

Z kolei dla R > ry mamy

1
SVI0,0,R) = /2r dr—f ).

Reasumujac, wewnatrz obszaru potencjat jest staly (niezalezny od R) zatem
nie ma sity grawitacji. Z kolei na zewnatrz potencjal jest odwrotnie propor-
cjonalny do odlegtosci punktu od poczatku uktadu. Zatem sita grawitacji jest
odwrotnie proporcjonalna do kwadratu tej odlegtosci.
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8 Calki krzywoliniowe i powierzchniowe

8.1 Caltka krzywoliniowa niezorientowana

Rozwazamy funkcje f : R* — R. Chcemy obliczy¢ catke z funkcji f(z,y, 2)
wzdhiz krzywej o ¢ [a,b] — R3, o(t) = (2(t),y(t), 2(t)). Mozna mysle¢, ze
obraz krzywej opisuje przewod, a wielko$¢ f(z,y, z) reprezentuje gesto$é ma-
sy przewodu w punkcie (z,y, z). Chcemy, aby catka data w wyniku catkowita
mase przewodu. Okreslamy catke wzorem

b

[ fay2yds = [ fle@)lle’ ) d

= [ 1@, 5@, 2O @2 +y (07 + 2 (22t

Jedli o(t) jest kawatkami klasy C' lub f(o(t)) jest kawalkami ciggta, to roz-
bijamy przedziat czasu na skonczong liczbe przedziatow, na ktérych mozna
zastosowaé powyzszy wzOr.

Przyktad. Rozwazmy spirale o(t) = (cost,sint,t), 0 < t < 2m. Niech
f(z,y,2) = 22 +9?+22. Mamy o’ (t) = (—sint,cost, 1). Wtedy ||’ (t)|| = V2.
Zatem

U/(x2+y2 +2%)ds = ZT(l +t)V2dt = \/§(Qﬂ—+ 273> '

8.1.1 Interpretacja catki

Podzielimy przedzial czasu [a, b] punktami a =ty < t; < ... <t, =0b. W ten
sposob krzywa zostanie podzielona na n fragmentow. Przyjmujemy, ze gestosé
masy na danym fragmencie jest stata i wynosi f(o(s;)), gdzie t;_1 < s; < t;.
Zaktadamy, ze dtugosé¢ fragmentu wynosi ||o(¢;) — o(t;—1)||. Masa fragmentu
wynosi w przyblizeniu

m; & f(o(si)) [lo(t:) — o(ti-1)]-
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Dalej z twierdzenia Lagrange’a mamy

o(ti) — (tio1) = 2'(ai) At &= 2’ (s:) At
y(ti) —y(tin) = y'(B) At waMm
2(ti) = 2(tio1) = 2'(0) Ats = 2'(s:) At

gdzie t; 1 < oy, 3;,7; < t;. Catkowita masa krzywej wynosi w przyblizeniu

n

> f(o(ss)) \/x )2+ 2/(s;)% At; —_ /f )24 y/(t)? + 2/(t)? dt.

i=1

Sprawdzimy jeszcze, ze réznica pomiedzy sumami

n

S° Flo(s)/a/ (@) + ' (5)% + /()2 Aty

=1

i suma okreslona wyzej dazy do zera, gdy n — oco. Skorzystamy z nieréwnosci
trojkata

’\/a%—l—b%—i-c%—\/a%%—b%—l—cg

< (= ag)? + (by — bo)? + (1 — co)?.

Réznica miedzy sumami co do wartosci bezwglednej nie przekracza

f(o Il\/sc’ 2\ Ja'(s) )2+ 2/(s:)2| Aty

Mz i~

[f (o)l \/ (i) = 2'(s) 2+ [y (Bs) — v/ (83)]2 + [/ () — 2/ (s4)]2 At

=1

Funkcja f jest ograniczona na krzywej, np. | f(o(t))| < M. Funkcje 2/(¢), /' (t)
i 2/(t) sa jednostajnie ciagte. Mozemy zaltozy¢, ze przedzial [a, b] dzielimy na
n réwnych czesci tak, aby oscylacja kazdej z funkcji 2/, /' i 2’ byla mniejsza
niz € > 0 na kazdym podprzedziale podziatu. Wtedy ostatnie wyrazenie jest
mniejsze niz

Y MVerte?+e2 Aty =M(b— a)V/3e.
i=1

Jedli rozwazamy funkcje f(z,y) dwu zmiennych i krzywa o : [a,b] — R?, to
o(t) = (x(t), y(1)) oraz
b

[ wgyds = [ fe@)loOlldt= [ o), u@)yw @ +y 02

(e a
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Jesli f(x,y) > 0, to catke mozna interpretowaé jako pole powierzchni plotu,
ktorego podstawa, jest krzywa o a wysoko$¢ w punkcie (z,y) wynosi f(z,y).

Przyktlad. Ciocia Tomka Sawyera kazata wybiatkowaé ptot z obu stron. Za
kazdy metr kwadratowy Tomek otrzymuje 2$. Plot opisany jest przez

o(t) = (30cos®t,30sin’t), 0<t<m flr,y)=1+ %

Mamy
o'(t) = 30(—3cos’tsint,3sin’tcost), |lo’(t)|| = 90sint|cost|.

Powierzchnia plotu wynosi

us
m

3
90/(1 +10sin® ) sint| cost| dt = 180/(1 +10sin®t) sint cos t dt
0 0

jus
2

1 5
180 {2 sin?t + 2sin® t} =180 - 3= 450.

0

Zarobek Tomka wyniesie zatem 450 - 2 - 2 = 1800 $.

8.2 Calka krzywoliniowa zorientowana

Niech F(x,y, z) bedzie polem sit w R? (np. sil grawitacyjnych lub elektrycz-
nych). Tzn. F' = (Fy, Fy, F3). Zalézmy, ze obiekt porusza sie pod dziataniem
pola sit F' wzdtuz krzywej o : [a,b] — R3. Przyjmijmy, ze o jest linig prosta i
obiekt zostal przesuniety o wektor d. Zatézmy tez, ze pole sit jest state, tzn.
F(z,y,z) nie zalezy od (x,y,z). Wykonana praca wynosi wtedy ||Fy|||d|l,
gdzie F,; oznacza skladowa sity F' rownolegta do przesunigcia d. Niech o
oznacza kat pomiedzy F'i d. Wtedy praca wynosi

[Eall lldll = [[Fl[lld]| cosa = F o d.

Ogolnie, gdy o nie jest linia prosta oraz F(z,y, z) nie jest stalym polem sit,
to dzielimy przedzial [a,b] na n réwnych czesci. Przyjmujemy, ze fragment
od o(t;—1) do o(t;) jest odcinkiem i, ze sita F' jest stala na tym odcinku i
wynosi F(o(s;)), gdzie t;_1 < s; < t;. Wykonana praca wynosi wtedy

W lema(si)) o [o(ts) — otis)]
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Dalej
o(t;) —o(tiz1) = (x(ts) — x(tiz1), y(ts) — y(tizr), 2(t:) — 2(tiz1))
= (2(w), ¥ (Bi), 2 (i) Aty = (2'(s:), 9/ (50), 2/ (5:)) Aty = o' (s:) At
gdzie t;_1 < ay, B;, v < t;. Zatem
W%ﬁiﬂd@ﬁmr&At—e/F (1) dt.

4 n—00
=1

Przyjmujemy wigc
b
W:/F@@pa@ﬁ.

Te wielko$¢ nazywamy calka krzywoliniows zorientowang. Stosuje sie tez inne
oznaczenie na te catke

W:/Fods.

Uwaga. Praca jest réwna calce z iloczynu skalarnego sity i wektora stycznego

do krzywej, czyli wektora predkosci. Zatézmy, ze o'(t) # 0 dla a < t < b.

Wtedy "
o

7O = o]

jest jednostkowym wektorem stycznym. Zatem

/Fody:iFWU»od@dt

_/F w(mﬁ:/wonm.@n

g

Catka zorientowana jest zatem réwna calce niezorientowanej z iloczynu
skalarnego sity F' z jednostkowym wektorem stycznym do o.
Przyktad. o(t) = (sint,cost, t) 0 <t < 7, oraz F(z,y,2) = (z,y, z). Wtedy
o'(t) = (cost,—sint, 1) oraz
/Fo ds = /(sint,cost,t) o (cost,—sint, 1)dt = /tdt =
o 0 0

2
2
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Uzywamy tez innych oznaczen na catke zorientowana. Jesli F' = (F}, Fy, F3)
oraz o(t) = (z(t),y(t), 2(t)), to

/F(a(t)) o o'(t) dt

b
= /[F1 (@ (1), y(t), 2(8)) &' (1) +Fa(x(t), y(t), 2(1)) y' () +Fs(x(t), y(D), (1)) 2'(2)] dt

W niektorych przypadkach catke zorientowang mozna obliczy¢ bez odwo-
tywania sie¢ do definicji. Dotyczy to tzw. pdl gradientowych.

Twierdzenie 8.1. Jesli F(x,y,z) = Vf(z,y,2) dla funkcji f(x,y,z) klasy
Ct to

/F ods = f(o(b)) — f(o(a)),

gdzie o : [a,b] — R3.
Dowdd.

Przyklad. /ydx + z dy, gdzie o(t) = (%,sin3 7T{,O) ,dla 0 <t < 1. Mamy

g

F = (y,z,0). Wtedy Vf = F dla f(z,y,z) = zy. Zatem

($:1.0) 1

000 4

/yda:—i—xdy:xy

Uwaga. Nie kazde pole wektorowe jest gradientem jakiejs funkcji. Zatézmy,
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VAS
of of of
F = (F F, Fa) = _ (9L 9L 9]
( 17 2’ 3) vf (aajﬂ 8y7 az>7
gdzie f jest klasy C?. Wtedy

Pf of  f  f  ®f  0°f
Oydx  Oxdy’ 0z0x  0xdz 020y  Oydz’

Czyli
oFy 0F, O0Fy 0F3; O0F, O0F3
oy Ox’ 0z Ox 0z Oy’
Przyktady.
OF, OF;
(2 1, =2
(a) F(z,y,z2) = (2* +yz,x+y,z). Mamy o 2 5 1.

(b) F(z,y,2) = (yz, zz,zy). Wtedy F = V(zyz).

M M
G m(x,y,z). Dla V(z,y,2) = Grm mamy ' = VV.

(c) F=— 3

(d) F=(0,0,—mg). Dla V= —mgz mamy F' = VV.

Definicja 8.2. C' nazywamy krzywq Jordana (simple curve) jesli C jest ob-
razem odwzorowania o : [a,b] — R3 takiego, ze o jest kawalkami klasy C*
oraz o jest réznowartosciowe. Tzn. C nie ma samoprzecieé. Punkty o(a) i
o(b) nazywamy koricami krzywej C. Kazda krzywa Jordana ma dwie orien-
tacje. Krzywq Jordana z wybrang orientacjg nazywamy zorientowang krzywg
Jordana.

Definicja 8.3. Zamknietq krzywqg Jordana nazywamy obraz przez odwzoro-
wanie o : [a,b] — R3, kawatkami klasy C*, gdzie o jest réznowartoéciowe na
la,b) oraz o(a) = o(b).

Przyktad. C' = {z?+y* = 1, 2 = 0} jest okregiem obieganym przeciwnie do

wskazéwek zegara (analogowego). Chcemy obliczy¢ / (y,0,0) ods = / ydz.
c

foi
Parametryzujemy C' (zgodnie z orientacja)

o(t) = (cost,sint,0), 0<t<27.
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Wtedy

2

/ydx = /Sint(— sint) dt = —m.
c 0

Trzeba uwazaé, aby parametryzacja o byta réznowarto$ciowa i zgodna z
orientacja krzywej C. Np. parametryzacja

n(t) = (cos2t,sin2¢,0) 0 <t < 2,
nie jest réznowartosciowa. Okrag C' jest obiegany dwukrotnie. Z kolei
n(t) = (sint,cost,0) 0 <t < 2m,

jest parametryzacjg niezgodng z orientacja okregu C.
Dla zorientowanej krzywej Jordana C' symbolem C'~ oznaczymy te sama
krzywa, ale z przeciwna orientacja. Wtedy z (8.1)) wynika

/Fods:—/Fods,
Cc— C

bo przy zmianie orientacji wektor 7' zmienia si¢ na wektor przeciwny.
Jesli C' jest ztozona z fragmentow C4,Ch,...,C,, to parametryzujemy
kazdy fragment osobno. Obliczamy

/Fods:/Fods+...+/Fods.
C Cq Ch

Przyklad. C jest brzegiem kwadratu jednostkowego w pierwszej ¢wiartce

uktadu wspétrzednych zorientowanego przeciwnie do wskazowek zegara (do-
datnio). Kolejne boki kwadratu parametryzujemy przedziatem [0, 1] naste-

pujaco
t—(t,0), tw (1,t), t—(1—-¢t1), t~—(0,1—1).
Wtedy

1 1 1
1
/dex—i—xydy:/t2dt+/tdt—|—/(1—t)2(—1)dt:5.
C 0 0 0
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9 Calki powierzchniowe

9.1 Powierzchnie w R?

Przykladem powierzchni jest wykres funkcji dwu zmiennych z = f(z,y).
Mozna zmienne zamieni¢ rolami i otrzymaé x = h(y, z) lub y = g(z, 2).

Przyktlady.

(a) x = z — 23. W plaszczyznie zz wykresem jest krzywa trzeciego stop-
nia. Do wykresu wraz punktem (z — 23,0, 2) nalezy tez cala prosta
(z — 2%y, z) réwnolegta do osi y. Wykres ma postaé wygietego nie-
skonczonego arkusza papieru.

(b) Torus, czyli powierzchnia powstala przez obrét wokoét osi z okregu w
plaszczyznie yz, nie jest wykresem funkcji. Mozna te powierzchnie po-
dzieli¢ na dwie czesci gorna i dolna, ktore sa wykresami funkcji zmien-
nych zy.

Definicja 9.1. Powierzchniq sparametryzowang nazywamy funkcje ® : D —
R3, gdzie D jest podzbiorem plaszczyzny. Powierzchnig nazywamy obraz S =
®(D). Stosujemy zapis

D(u,v) = (2(u,0), y(u,0), 2(w,v)),  (u,0) € D.
Moéwimy, Ze powierzchnia jest klasy O jesli funkcje x, v i z sq klasy C*.

Mozna mysle¢, ze odwzorowanie ® skreca, wygina, rozcigga i Sciska obszar
D, aby otrzyma¢ powierzchnie S.

9.2 Ptlaszczyzna styczna do powierzchni

Rozwazamy odwzorowanie

t — (x(t,vo),y(t,v0), z(t,v0)) = D(t, vg),

gdzie (ug, vg) jest ustalonym punktem w D. To odwzorowanie opisuje krzywa
w R? lezaca w powierzchni S i przechodzaca w chwili ¢ = uy przez punkt

D (ug, vo) =: (o, Yo, 20)-
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Wektorem stycznym do tej krzywej w punkcie (xg, 3o, z0) jest

0 0 0
T, = <82(U0,U0), afz(uoﬂfo), az(uo,vo)> .

Podobnie rozpatrujac krzywa t — ®(ug,t) otrzymamy inny wektor styczny
w punkcie (2o, Yo, 20)

9 0 0
T, = (J)'(UO; U0)7 %(Um U0)7 aii(um UO)) )

T, i T, sa wektorami stycznymi w punkcie (zo, yo, 20) do krzywych lezacych
w powierzchni S. Plaszczyzna rozpieta przez te wektory jest zatem stycz-
na do powierzchni w tym punkcie. Wektorem normalnym do powierzchni w
(%0, Yo, 20) nazywamy wektor T, X T,.

Definicja 9.2. Méwimy, Ze powierzchnia jest gladka w punkcie ®(ug,vg) =
(20, Yo, 20) jesli T,, x T, # 0. Intuicyjnie oznacza to, ze punkt (o, Yo, 20) nie
lezy ma krawedzi ani tez nie jest rogiem powierzchni.

Przyklad. = ucosv, y = usinv, 2z = u. Powierzchnia jest klasy C'. Mamy
T, = (cosw,sinw, 1), T, = (—usinv,ucosv,0).

Wektory T, i T, sa réwnolegte tylko, gdy T;, = 0. Tzn. u = 0. Zauwazmy, ze
powierzchnia jest zapisana réwnaniem x? + y? = 22, czyli opisuje dwa stozki
stykajace sie¢ w poczatku uktadu.

Przypus$émy, ze powierzchnia jest gtadka w punkcie (xg, 4o, 20) = ®(uo, vo).
Wtedy réwnanie pltaszczyzny stycznej ma postac

(x_'Ian_yO)Z_ZO) °n= 07
gdzie n = T, x T, obliczone w (ug, vp).
Uwaga.

a; b
as by

by ¢l |aa a

“lea ag

Y

(alablacl) X (a2762762) = (

).

Otrzymany wektor jest prostopadly do (aq,bq,¢1) 1 (ag, ba, ¢2). Rzeczywiscie

by co

by GG W a; b a o

aq + bl + C1 = (a1 bl C1| = 0
by co Co Q2 as by a by c
2 02 C2
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Przyktad. © = ucosv, y = usinv, z = u? + v% Chcemy znalez¢ punkty, w

ktorych ptaszczyzna styczna jest dobrze okreslona. Mamy

T, = (coswv,sinv, 2u), T, = (—usinv, ucosv, 2v).
sinv 2u| [2u  cosw COS v sin v
T, xT,= ) . ) .
ucosv 20|’ |2v —wusinv|’ |—usSinv wcosv

= (2usinv — 2u® cos v, —2u® sinv — 2v cos v, u).

Zatem T, x T, = 0 tylko, gdy v = v = 0. Przyktadowo w punkcie (ug,vg) =
(1,0) mamy

(x07y07 ZO) = (170, 1)7 Tu X Tv = (_2707 1)

Réwnanie plaszezyzny stycznej w punkcie (1,0, 1) ma zatem postaé
2 -1)+(z-1)=0

czyli po uproszczeniu
20 —z=1.

Zauwazmy, ze
x2+y2:u2, g:tgv.
T

Zatem rownanie powierzchni ma postac
) 2 2 (Y
z=x"+y +arctg” (= |.
x

Przypusémy, ze powierzchnia jest wykresem funkcji z = f(z,y), dla
(x,y) € D. Naturalng parametryzacja jest x := x, y := y i z = f(x,y).
Wtedy

af af of of
* < 0, (9:6)’ v (0’ ’8y>’ v X Ly < ox’ Oy’

Réwnanie plaszezyzny stycznej w punkeie (o, yo, 20), gdzie zo = f(xo, yo) to

_of of 1):0.

r— 2o,y — y#Z T 20) 0 a0 .
( 0:Y — Yo 0) (81‘ Dy



Caltki powierzchniowe 135

Po przeksztatceniu otrzymujemy

0 0
s—a= o=+ 3 - )

gdzie pochodne czastkowe obliczane sa w punkcie (zo, yo)-

Przyklady.

(a) Chcemy sparametryzowa¢ powierzchnie (hiperboloide) o réwnaniu z? +

y? — 22 = 1. Dla ustalonej wartosci z punkty (z,y) leza na okregu o

érodku w (0,0) i promieniu /22 + 1 = r > 1. Mozemy przyjaé, ze
r=rcosp, y=rsiny, 0<p<2T.
Mamy r? — 22 = 1. Zatem mozemy przyjaé
r =coshv, z=sinhvy, 1 €R.

Ostatecznie uzyskujemy

xr = cosh cosy,
= cosh sin @,
z = sinh.

(b) Torus uzyskujemy obracajac wokét osi z okrag o promieniu r. Réwnanie
okregu w ptaszezyznie (y, z) ma postaé

y=R+rcosp, z=rsinp, 0<p<2T.

Niech d oznacza odlegto$é punktu (z,y, z) torusa od osi z czyli d =
Va2 + y?. Otrzymamy wiec

d=R+rcosp, z=rsine.
Zatem

x = dcost) = (R+rcosp)cos,
= dsiny = (R+rcosg)siny,

z = rsing.
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9.3 Pole powierzchni w R?

Definicja 9.3. Niech S bedzie powierzchnig sparametryzowang przez funkcje
& : D 5 RS klasy C*, gdzie D C R2. Tzn. S = ®(D). Polem powierzchni
nazywamy liczbe

A(S) = // 1T % To| du do.
D

Wyja$nienie. Przeanalizujemy sumy catkowe calki okreslajacej A(S). Za-
t6zmy, ze D jest prostokatem podzielonym na n? malych prostokatow R;;.
Wtedy

n

®(D) = (J ®(Ry).
ij=1
Prostokaty R;; nie sg roztaczne, bo mogg mie¢ wspdlne boki. Ale cze$¢ wspdl-
na kazdych dwu zbioréw postaci ®(R;;) ma miare zero. Zatem

Rozwazamy maly prostokat R w plaszczyZnie (u,v) o lewym dolnym rogu w
(u,v) a prawym gérnym w (u+ Au, v+ Av). Obraz ®(R) jest w przyblizeniu
rownolegtobokiem o bokach

Ox Ay 0z
B(u+ Au,v) — B(uv) ~ (aum, 0. 2. Z v)) Au,
Ox dy 0z
O(u,v + Av) — &(u,v) =~ (av(u, v), %(u,v), %(u, U)) Av.
Czyli
O(u+ Au,v) — P(u,v) ~ T,(u,v)Au,

O(u,v+ Av) — d(u,v) ~ T,(u,v)Av.

Pole réwnolegtoboku wynosi A(¢(R)) = ||T, x T,|| AulAwv. Rzeczywiscie niech

T, x T,
uw=——""- Wtedy
1T < To |

A(p(R)) =~ |det(u, T,, Au, T, Av)| = ||T, x T,|| Au Av.
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Ostatecznie
A(S ZHT X T w= uzlAu,Avj—>//||T X T|| du dv.
i,7=1
Przyklady.
(a) D ={(r,0) : 0 <60 <2m0<r < 1}. OkreSlamy ®(r,0) = (x,y, 2),
gdzie
r=rcosf, y=rsinf, z=r.
Obliczamy
T, = (cos@,sinf, 1), Ty = (—rsinf,rcosb,0).
Zatem

T, x Ty = (—rcos@, —rsind,7), |1, x Ty|| = V2.
Dla S = ®(D) mamy wiec

27 1 2 1

:!JMbJMWM:!!m@WM:m@

(b) Helikoida jest opisana przez
xr=rcosf, y=rsinf, z=20,

dla parametrow spetniajacych 0 < r < 1, 0 < 6 < 27. Dla ustalo-
nej wartosci kata 6 otrzymujemy odcinek prostopadty do osi z taczg-
cy punkty (0,0,60) i (cosé,sin 0, ). Powstata powierzchnia przypomina
watek do mielenia miesa. Mamy

T, = (cosf,sin6,0), Ty = (—rsinf,rcosb, 1),
zatem

T, x Ty = (sinf, —cosf.r), |T, x Tyl| = v/r? + 1.
Dalej

2 1

=//ﬁfﬁmw

{ 7‘\/7T+ log(r—i— \/TT]

=7 [V2+log(V2+1)].

r=0
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Zatézmy, ze powierzchnia jest wykresem funkcji z = g(z,y), dla (z,y) € D.

Wtedy 5 )
9 9
2 2
81" ay? )7

A(S) = //$1+ (gi): <gg>2dxdy.

Przyktlad. Obliczymy pole pétsfery o promieniu 1. Mamy

Z:\/l—I'Q—yQ, D:{(I,y)$2+y2<1}

T$><Ty:<

zatem

Niech
Dp={(z,y) : 2 +9y* < R?}, R<1.
Wtedy
9z _ - 0z _ Yy
or  1—22—y2 Oy J1I—22—y2
Zatem ) )
0z 0z 1
1+ (o =) =
0 oy 1—a2—y2
Otrzymujemy
dx dy T rdrdo
Ase) = || e = | | i
1—a2—y = 1—1r2
R
r=R
:27T<—\/1—7’2) 227T<1—\/1—R2) P 2.
r=0 —1

9.4 Calki powierzchniowe funkcji skalarnych (niezorien-
towane)

Rozwazamy powierzchnie¢ S sparametryzowana za pomoca funkcji

®:D— R ®D) =05,

O(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)).
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Dla funkcji ciagltej f(z,y, z) okreslonej na S definiujemy catke wzorem
J[ $ay.20d8 = [[ fat,0),pu0), 20, 0)) |1T0 x Tl dudo.
S D

Po rozpisaniu otrzymujemy wyrazenie

/I f(x(u,v»y(u,w,z(u,vw (202) sy (2o (2

przy czym

of 9of
of.9) _|ou ov
d(u,v) |[dg 09g|

ou v

9.4.1 Interpretacja calki powierzchniowej

Przypus$émy, ze funkcja o(z,y, 2) opisuje gestosé masy powierzchni S w punk-
cie (z,y,z). Chcemy obliczy¢ catkowita mase powierzchni. Zatézmy, ze D
jest prostokatem. Dzielimy D na n® mniejszych prostokatéw D;;. Oznaczmy
Si; = ®(D;;). Symbol A(S;;) oznacza pole powierzchni fragmentu S;;. Dla
duzych wartosci n fragment S;; jest "maly”. Uznajemy, Ze gesto$¢ masy na
Si; jest stata 1 wynosi o(®(u;,v;)), gdzie (u;,v;) € Dyj (np. (u;,v;) jest pra-
wym gérnym rogiem prostokata D;;). Catkowita masa wynosi w przyblizeniu

Z o(P(u;,v5)) Z o(P(ug,v;)) |y x To|l|  Au; Av;
ij,j=1 ij,j=1 o

—>// DT T dude
= // o(x(u,v),y(u,v), z(u,v)) || T x Tp,|| du dv.

Jedli o(z,y,2) =1, to A(S) = / ds.

Przyklady.
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(a) Rozwazamy funkcje f(z,y,2) = x>+ y? + 1 i helikoide S okreslona
przez

xr=rcosp, y=rsingp, z =40, 0<O<2m, 0<r<1L

Wtedy ||, x Ty|| = 72 + 1. Zatem

2 1

1
//,/x2+y2+1dsz//\/r2+1\/r2+1drd9:27r<3+1> :8;
S 0 0

(b) // 22 dS, gdzie S jest sferg jednostkowa x? + 42 4+ 2% = 1. Mozna uzy¢
S

do obliczen wspotrzednych sferycznych. Inaczej, zauwazamy, ze

é/dezé/xQdS:é/deS.

Zatem
é/szS:;é/(:ﬂ2+y2+z2)d5’:;é/ dS:;A(S):Ll;.

Przypus$émy, ze powierzchnia S jest wykresem funkcji z = g(x,y), dla (z,y) €
D. Wtedy

//f(a:,y,z) dS://f(x,y,g(:c,y))Jle <§i>2+ (gz)Qdazdy. (9.1)

Przyktad. Powierzchnia S jest okreslona przez z = x? + y dla (x,y) z pro-
stokata D opisanego przez warunki 0 < x < 1i—1 <y < 1. Wtedy

11 1
//de://x\/4x2—|—2dydx:2\/§/x\/2x2+1dac
S 01 0

L \/5[3\/3— 1].

1
=2vV2 (227 +1)3? = =
6 o 3

Rozwazmy wykres z = g(z,y). Réwnanie powierzchni ma postaé

O(x,y,2) = —g(z,y) +2 =0,
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tzn. powierzchnia jest poziomica funkcji ®. Wiemy, ze wektorem normalnym
do powierzchni w punkcie (x,y, z) jest gradient funkcji ® podzielony przez
swoja dhugos¢, czyli wektor

(-g-51)
(&) + (2)+1

Niech 6 oznacza kat pomiedzy wektorem n i wektorem (0,0, 1). Wtedy

n =

cosf =

Zatem 1
é/f(m,y,z)dS:é/f(x,y,g(x,y))(wdxdy,

gdzie 0 jest katem pomiedzy wektorem normalnym i dodatnig pétosia z.

Uwaga. Dla malego obszaru AA w ptaszczyznie (x,y) pole powierzchni frag-
mentu AS odpowiadajacego AA wynosi w przyblizeniu

Pole(AA)

Pole(AS) ~ p—s

Przyktad. Obliczy¢ [[ x dS, gdzie S jest tréjkatem o wierzchotkach (1,0, 0),
S

(0,1,0)1 (0,0, 1). Réwnanie powierzchni to x+y—+2z = 1, czyli 2 = 1—z—y, dla
(x,y) z tréjkata D w plaszczyZnie (x,y) opisanego przez x,y > 0ix+y < 1.
Mamy n = %(1, 1,1). Zatem

//:vdS / /a:\/'dy

Inaczej:

é/xdé’:;é/(aﬂ—?—l—z) dS:;A(S):;\f(\/Q)z:\?.
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9.5 Calki powierzchniowe p6l wektorowych (zoriento-
wane)

Definicja 9.4. Niech F(z,y, z) bedzie polem wektorowym okreslonym na po-
wierzchni S = ®(D), ® : D — R3. Okreslamy calke powierzchniowq zorien-

towang wzorem
//FodS: //Fo (Ty x T,) du dv,
Se D

gdzie w calce po prawej stronie F' = F(®(u,v)).

Uwaga. Mozemy powiaza¢ te calke z calka niezorientowana. Zalézmy, ze

Ty x T,
T, x T, # 0. Wtedy dla n = x

————— mamy
1T < To|

//Fo (T x T,) dudv = //(Fon) T, x T dudv = //(Fon)dS.
D D S

//FodS:/ (Fon)ds.

S S

Otrzymujemy wiec

Zwrot wektora normalnego n zalezy od parametryzacji, nawet od kolejnosci
zmiennych u i v, bo T, x T, = —(T,, x T,,).

Przyktad. Niech S bedzie sfera jednostkows oraz F'(z,vy, z) = (z,y, z). Uzy-
jemy wspotrzednych sferycznych.

xr = sinpcosy,
= sinpsiny,
zZ = Ccos.

T, = (cosgcos,cospsiny, —siny),
T, = (—sinpcosy,sinpcosy,0),

zatem

T, x T, = (sin® ¢ cos 9, sin” @ sin 1, cos @ sin @) = sin p (,y, 2).
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Wektor normalny to

n=(z,y,2).
//FodS://(non)dS:// dS = 4.

Definicja 9.5. Powierzchnig zorientowang nazywamy powierzchnie dwustron-
ng, w ktorej jedna strona zostala okreslona jako zewnetrzna (dodatnia) a dru-
ga jako wewnetrzna (ujemna,).

W kazdym punkcie powierzchni mamy dwa wektory normalne ny i no,
ny = —ny. Zatdézmy, ze w kazdym punkcie wybraliSmy jeden wektor normalny
n tak, ze wybrane wektory wskazuja jedna strone powierzchni. Niech @ : D —
R3 bedzie parametryzacja powierzchni S. Wektor T, x T, jest prostopadty
do powierzchni S w punkcie ®(u,v). Zatem T,, x T, = A(u,v)n, gdzie n
jest wybranym wektorem normalnym w punkcie ®(u,v). Jesli A(u,v) > 0
dla (u,v) € D, to méwimy, ze parametryzcja jest zgodna z orientacja. Jesli
AMu,v) < 0 dla (u,v) € D, to parametryzacja jest niezgodna z orientacja
(jest przeciwna).

Niech S bedzie wykresem funkcji z = g(z,y). Domyslna orientacja jest
wyznaczona przez

To oznacza, ze gorna czes¢ wykresu jest zewnetrzna.

Twierdzenie 9.6. Niech S bedzie powierzchnig zorientowang, a ®1 i Oy
dwiema parametryzacjami gltadkimi zachowujgcymi orientacje. Wtedy

/{FodS:SZZ/FodS.

Se

Jesli @1 zachowuge orientacje, a o zmienia orientacje, to

J[Foas=—[[Fous.

S, Saq

Jesli f(x,y, z) jest funkcjq ciggle na S, to
fds = [[ fdS,
-

tzn. catka niezorientowana nie zalezy od wyboru parametryzacyi.



Calki krzywoliniowe i powierzchniowe 144

Dowdd. Rozwazamy dwie parametryzacje powierzchni S
®,:D; - R® oraz ®y: Dy —R® dla D, D, C R
Dla ustalonego punktu (z,y, z) powierzchni mamy
(x,y,2) = D1(u,v) = Po(u/, ")

dla jedynych (u,v) € D; oraz (u',v") € D,. Uzyskujemy w ten sposéb od-
wzorowanie g : D; — Dy
(', v") = g(u,v).

Zalézmy, ze g jest klasy C'. Mamy

Dy (u,v) = Py(u,v) = Po(g(u,v)).

Obliczamy macierz pochodnych obu stron.

D®y(u,v) = [T, T,] = DP2(g(u,v)) Dg(u,v) = [Ty Ty] Dg(u,v).

(uw'0")

Lemat 9.7. a i b sqg wektorami w R a M macierzqg wymiaru 2 x 2. Jesli
lcd]=a b M, tocxd=det M- (axb).

Dowaéd lematu. Niech M = [3 ?] . Wtedy

o 0|2 3] = loa sarar)=[e d.

cxd=(aa+7b) X (fa+db) =adaxb+y5bxa
=(ad —yB)axb=det M- (a xD).

m
7 lematu otrzymujemy

T, x T, = det Dg(u,v) T,y x Ty
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Wykonujemy obliczenia stosujac w trakcie podstawienie (u',v") = g(u,v).
//F 0dS = //F(@g(u’,v’)) o (Ty X Ty)du' dv'
S<1>2 Do

= // F(®2(g(u,v)) o (T x Ty) |det Dg(u,v)| dudv.

Zatézmy, ze det Dg(u,v) > 0 dla (u,v) € D;. Wtedy w wyniku otrzymujemy
//F H‘xTﬁduMw—/ FodsS.
Se,

Jesli det Dg(u,v) < 0 dla (u,v) € Dy, to w wyniku dostaniemy

—//Fods

Se,

Dalej w wyniku tego samego podstawienia mamy

//fds = //ﬂ%(u’,v’))HTu/ x Ty du’ dv’
S,

_ﬂj uvH%me@uummmm_/fw

T X T | S,

]

9.5.1 Interpretacja fizyczna calki powierzchniowej zorientowanej

Zbadamy sumy Riemanna calki

[/FodS::[/F@Mum»o(ﬂLxTDduML

Niech R bedzie malym prostokatem lezacym w D o bokach Au i Av réw-
nolegtych do osi wspotrzednych. Lewy dolny roég prostokata R oznaczymy
przez (u,v). Obraz ®(R) prostokata jest w przyblizeniu réwnolegtobokiem o
bokach T,,Au i T,,Av. Rozwazmy wielkos¢

F(®(u,v)) o (T,Au x T,Av).
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Ze wzoru
det(a,b,c) =ao(bxc), dlaa,b,ccR>

wynika, ze jest to plus minus objeto$¢ réwnolegtoscianu rozpictego przez wek-
tory F(®(u,v)), T,AuiT,Av. Zaktadamy, ze powierzchnia S jest zorientowa-
na i parametryzacja ® jest zgodna z orientacja. Jesli wektor F' jest skierowany
w strone dodatnig powierzchni, to otrzymujemy objeto$é¢ rownolegloscianu,
a jesli w strone ujemng, to otrzymamy minus objeto$é¢ réwnoleglto$cianu.

Niech F' oznacza predkos¢ przeptywu jakiego$ ptynu w punkcie (z,y, z) =
®(u,v). Wtedy F wskazuje kierunek przeptywu a liczba

|F(®(u,v)) o (T,Au x T,Av)|

mierzy ilo$¢ ptynu jaki przeptynal przez fragment powierzchni ®(R) w jed-
nostce czasu. [los¢ ptynu jaka przeptynie w jednostce czasu jest rowna zatem
plus minus objetosci réwnoleglo$cianu rozpietego przez F(®(u,v)), T,Au i
T,Av. Znak zalezy od tego, czy sita F jest skierowana na zewnatrz czy do
wewnatrz powierzchni. Reasumujac F o (T, x T,) Au Av jest predkoscia prze-
plywu na strone zewnetrzna przez fragment powierzchni ®(R). Podzielmy
obszar D na male prostokaty R;;. Wtedy

Z Fo (Tu X Tv) o AuiAvj

2,7=1 v=v5_q

jest sumaryczng predkoscig przeptywu na zewnatrz powierzchni S. Ostatecz-

nie caltka
/ FodS
s

jest predkoscia przeptywu na zewnatrz powierzchni S.
Calka powierzchniowa stuzy do obliczania przeptywu ciepta. Niech T'(z, y, 2)
oznacza temperature w punkcie (z,y, z). Rozwazmy pole wektorowe

Fe kT = —k <8T oT 0T> |

9z’ 0y’ 0z

gdzie k jest stalym wspotczynnikiem dodatnim, zaleznym od osrodka. Wtedy

catka / / F odS opisuje tempo przeptywu ciepta na zewnatrz powierzchni S.
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Przyktad. T(z,y,2) = 2> +y* + 22, S = {(v,y,2) : 2> + 9>+ 2% = 1},
Zatozmy, ze k = 1, czyli

F=-VT = -2(z,y,2).
Wtedy Fon = —2 oraz

//FodS:/ (Fon)dS = 8.

S S

9.5.2 Calka powierzchniowa dla wykreséw funkcji

Przypuséémy, ze S jest wykresem funkcji z = g(x,y) dla (z,y) € D. Stosujemy
parametryzacje

ri=x, y:=y, z=g(z,9y).
Wtedy

(109 1 (102 R
Tx_<1,0,8$>, Ty—<1,0,ay>, waTy_< o ay’l'

Dla pola wektorowego F' = (P, Q, R) w R? otrzymujemy

é/FodS:g/FO(meTy)dxdyzé/ l—ng— ZZH%] da dy, (9.2)

przy czym funkcje P, @ i R sa obliczone w (z,y, g(x,y)).

10 Wzér Greena

Twierdzenie podaje zwiazek pomiedzy catka krzywoliniows zorientowana,
wzdhuz krzywej zamknietej C' w R? a catka podwdjng po obszarze D ograni-
czonym przez te krzywa.

Definicja 10.1. Obszar D nazywamy elementarnym typu I jesl
D={(z,y) s a<z<b ¢i(z) <y <o)},

gdzie 1 1 g sq funkcjami cigglymi. D nazywamy elementarnym typu 11
jesh

D={(z,y) : c<y<d, ¥i(y) <z <ay)}
D nazywamy obszarem elementarnym, jesli jest jednoczesnie elementarny ty-
pu I @ typu I1.
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Brzeg kazdego obszaru orientujemy przeciwnie do wskazéwek zegara (ana-
logowego).

Lemat 10.2. Niech P(z,y) bedzie funkcjq klasy C* na obszarze D typu I.

Wiedy op
/sz—ﬂﬁfmw,
C D ay

gdzie C' jest brzegiem obszaru D.

Uwaga. Przypusémy, ze pole wektorowe F' w R?® ma posta¢ F = (P,0,0).
Wtedy

/Fo%:/PM.

c c

Dowad. Brzeg obszaru D sktada sie dwu odcinkow pionowych odpowiadaja-
cych z = a iz = b oraz z dwu fragmentéw wykresu C;” i Cy dla funkcji ¢, i
2. Na odcinkach pionowych mamy dx = 0. Zatem

¢ (ehy Cy
b p2(z)
oOP y=¢p2(x)
// d:rdy—/ / —dydx:/P(x,y) dx
g 4.01(I) dy s y=wp1(z)

Zamieniajac rolami P i () oraz x i y otrzymamy

Lemat 10.3. Niech Q(z,y) bedzie funkcjq klasy C* na obszarze D typu I1.

Wtedy
/Qdy—//*dxdy,

gdzie C' jest brzegiem obszam D.
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Uwaga. Zmiana znaku z ,—” na ,+” wynika z tego, ze zamieniajac rolami
z 1y zmieniamy orientacje.

Dowad. Brzeg obszaru D sktada sie dwu odcinkéw poziomych odpowiadaja-
cych y = ciy = d oraz z dwu fragmentéw wykresu C; i Cf dla funkcji 1 i
5. Na odcinkach poziomych mamy dy = 0. Zatem

d ¥2(y)
z=12(y)
//demdy:// aanxdy—/Qxy dy
T T=
5 A %(y) Y1(y)

N / Q2(y). y)dy = / QU1 (y).y) dy
= [Qu.ydy+ [Q.ydy= [Qady.
cf o &

Lematy daja w wyniku

Twierdzenie 10.4 (wzér Greena). Niech D bedzie obszarem elementarnym z
brzegiem C' zorientowanym dodatnio. Niech P(x,y) i Q(x,y) bedq funkcjami
klasy C okreslonymi na D. Wtedy

/ny dx + Q(z,y) dy—//(aQ—m;) dz dy.

Uwaga. Wzér Greena jest prawdziwy dla obszaréw, ktére mozna podzieli¢
na kilka obszaréw elementarnych. Przypu$émy, ze D = D, U D, oraz wnetrza
obszarow D i D, sa roztaczne. Niech Cj oznacza cze$¢ wspdlna brzegdéw
obszarow 0D i 0Dy. Wtedy

ﬁ(w_iddd—ﬂ<—z)dd Hcm_i>ww

/Pm+Q@+/Pm+Q@—/Pm+Qw
0D1 0Dy

bo catki wzdtuz Cy zniosa sie.
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oP
Uwaga. Przypusémy, ze funkcja P zeruje sie na brzegu obszaru D, ale —

Jdy

nie jest zerowa w D. Otrzymamy

//?;dxdyz—/P(%y)d%:O-
i) oD

Np. niech D = {(z,y) : 22 +9y* < 1} i P(z,y) =1 — 2* — 3>
Twierdzenie 10.5. Niech D bedzie obszarem, dla ktérego mozna zastosowac
wzor Greena. Wtedy

A(D) = ; /(xdy —ydx).

oD
Dowdd. Przyjmijmy P(z,y) = —y oraz Q(x,y) = x. Mamy
0 oP
9Q _or _,

oxr Oy

Zatem

/(xdy—ydx) = // 2dxdy =2 A(D).

oD

Przyktlad. Hipocykloida jest okreslona réwnaniem
x2/3+y2/3:a2/3, a>0.

Chcemy obliczy¢ pole obszaru ograniczonego przez t¢ krzywa. Zastosujemy
parametryzacje

x1/3:al/300597 y1/3:a1/3sin9, 0<0<2m.
Wtedy
r=acos’l, y=asin®é.
Dalej
1 a2 21
A(D) = 3 /(;p dy—ydzx) = 5 /[3 cos® A sin® f cos H+3 Sin39008298m0] df
oD 0

. - 27

3 9 3 2 3 3

= [ sin® g cos? 0.0 — = [ sin* 266 = - [sin® 20--cos* 20] o = T
0 0 "
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10.1 Rotacja
Dla pola wektorowego F' = (P, Q) na ptaszczyznie wielko$¢

P
curl ' = @ — a—

or Oy
nazywamy rotacja. Wyobrazamy sobie, ze F'(z,y) okresla predkos¢ przeptywu
w punkcie (x, y). Zalézmy, ze obiekt pod wpltywem dziatania F'(x,y) przesuwa
sie w kierunku poziomym (réwnolegle do osi z) z punktu (z,y) o Az > 0.
Wtedy obiekt ten uzyska przyrost predkosci w gére (czyli w lewo) o

oQ

99 A % Qo+ Aa.g) ~ Qo).

Czyli przyrost predkosci w gore na jednostke przesuniecia w prawo wynosi
—. Tzn. wielkos¢ — okresla tendencje do obrotu obiektu w kierunku do-

x x
datnim (w lewo). Podobnie przy przesunieciu obiektu w gore o Ay z punktu
(x,y) obiekt uzyskuje przyrost predkosci w prawo wynoszacy

oP
P(z,y + Ay) — P(z,y) = @(m,y) Ay.
Tzn. wielkos¢ — okresla tendencje do skretu w kierunku ujemnym. Reasu-

0 oP
mujac wielkosé oQ — — okresla wypadkowa tendencje do skretu obiektu w

or 0Oy

kierunku dodatnim.

11 Twierdzenie Stokesa

Twierdzenie Stokesa podaje zwiazek pomiedzy catka krzywoliniows zorien-
towanag wzdtuz krzywej zamknietej C' w R? a caltky powierzchniows zoriento-
wang po powierzchni S, dla ktorej krzywa C' jest brzegiem, tzn. C' = 95. Na
brzegu wprowadzamy orientacje zgodng z orientacja powierzchni, tzn. idac
wzdtuz brzegu z gtows podniesiong w kierunku dodatniej strony powierzch-
ni, powierzchnia znajduje sie po naszej lewej stronie. Twierdzenie Stokesa
przypomina twierdzenie Greena tyle, ze powierzchnia S nie musi by¢ pta-
ska. Rozwazymy przypadek, gdy S jest wykresem funkcji z = g(x,y), dla
(r,y) € D C R%



Twierdzenie Stokesa 152

Twierdzenie 11.1 (wz6r Stokesa). Niech S bedzie zorientowang powierzch-
nig bedgcq wykresem funkcji z = g(x,y), (x,y) € D, gdzie g jest klasy C*.
Zaktadamy, ze do obszaru D mozna zastosowac wzor Greena. Wtedy

/Fods://curlFodS,
oS S

gdzie curl F' jest polem wektorowym okreslonym dla F = (P,Q, R) wzorem

€1 €2 €3

0 0 9| _(3n_ogor_onsg_or)

1 = |— e — =
curl I Oor Oy 0z
P Q@ R

Uwaga. Jesli R = 0, oraz P i Q nie zaleza od z, to curl F = (0,0, 22 5 — 88—1;).

Dowdéd. Ze wzoru (9.2) mamy

//curlFodS
S
) ()2
dy ox 0z Or) 0oy Oxr Oy

Niech o(t) = (z(t),y(t)) bedzie parametryzacja brzegu 0D, dla a < t < b.
Wtedy
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jest parametryzacja brzegu 0S. Zatem
dz 0z dx (9,2 dy
aéFOdS_/[Pdt—i_Q <8x dt 83/ dt)]
/ 0z Yy
e 5) G (oon5) ]
0z
/<P+Ra> <Q+Ra>dy

// 8@ 0Q 0z N OR L OR OR 0z %%—R 0%z
N 82 ox dr = 0z 0z ) dy 0x0y
_8P oP oz 8R+8R82 %_R(‘?Qz drd
Jdy 0z Oy Jdy 0z dy) Ox 0yox 4
= / / curl ' o dS
s
O
Przyklady.

(a) F(x,y,2) = (ye*,ze*, xye?). Przypusémy, ze powierzchnia S spetnia
warunki twierdzenia. Mamy

€1 €2 €3

o 0 0

1F=|— — —|=0.
aut or 0Oy 0z
ye® xe* xye®

Zatem

/FOds://curlFodS:O.
a8 s

(b) C jest krzywa bedaca przecigciem cylindra 22 +y? = 1 oraz plaszczyzny
x +y + z = 1. Orientacja krzywej wyznacza dodatnig orientacje po
zrzutowaniu na okrag x* + y* = 1. C jest brzegiem powierzchni S,
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ktora jest wyznaczona przez wykres funkcji z = 1 — x — y okreslonej na
kole 2% 4+ y? < 1. Obliczamy

/—y3 de +23dy — 22 dz = // curl (—y?, 2%, —2%) 0 dS.
C S

Mamy
€1 () €3
0 0 0
curl (—y°, 2%, —2%) = or By 0z = (0,0,3(2* +%)).
Y R R

Zatem ze wzoru (9.2)) otrzymujemy

27 1

/—y3 dr+2° dy—2> dz = // 3(x*+y?) do dy = //37"3 dr df = 27r-4
8! 0

z2+y2<1 0

Wzdr Stokesa jest prawdziwy dla powierzchni sparametryzowanych, a nie
tylko dla wykreséw funkeji z = g(x,y), (z,y) € D. Pewna komplikacja doty-
czy brzegu 05, gdy S jest sparametryzowana.

Przyklad. Rozwazmy sfere jednostkows S i parametryzacje przez wspot-
rzedne sferyczne 0 < ¢ < m, 0 < ¥ < 27. Parametryzacja nie jest réznowar-
tosciowa.

Twierdzenie 11.2 (wzér Stokesa). Niech S bedzie powierzchnig sparame-
tryzowang przez ® : D — S, gdzie D jest obszarem w R?, do ktérego moz-
na zastosowaé wzér Greena. Zaktadamy, Ze odwzorowanie ® jest klasy C' i
roznowartosciowe. Brzeg obszaru D orientujemy dodatnio. Wtedy brzegiem
powierzchni S jest 0S = ®(0D). Wprowadzamy orientacje na S przenoszgc
ja 2 OD. Tzn., jesli o(t) jest parametryzcjg brzequ OD zgodng z orientacjq,
to n(t) = ®(o(t)) jest parametryzacjg 0S. Wtedy

/FOds://curlFodS.
s

o

Przyktad. Niech S bedzie powierzchnig klosza 22 + 3%+ (2 —1)2 =2, 2 > 0.
Brzegiem klosza jest okrag x? + 3*> = 1, 2 = 0. Dla pola F = (y, —z,e%*)

3

3T

5
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chcemy obliczy¢

//curlFodS:/Fods.
S oS

Parametryzujemy 0S poprzez x = cost, y = sint, z = 0 dla 0 < ¢t < 27.
Otrzymujemy w wyniku

2

/(— sin®t — cos®t) dt = —27.

0

11.1 Interpretacja rotacji curl

Wybierzmy wektor jednostkowy n i punkt P przestrzeni R®. Niech F bedzie
polem wektorowym w R3. Symbolem S, oznaczamy koto o promieniu r i
srodku w P, prostopadle do wektora n. Ze wzoru Stokesa mamy

/ Fods= // curl ' o dS = //(curlF on)dS = [curl F(Q,) on] A(S,),
oSr Sr Sr
gdzie @), jest pewnym punktem w S,. Otrzymujemy wiec

1 1
curlF(Qr)onzmas/rFod(s:M /(FoT)ds,

T

gdzie T jest jednostkowym wektorem stycznym do krzywej. Przechodzac do
granicy, gdy r — 0 otrzymamy

curl F(P)on = lim

Jim [ (FoT)ds.

oSr

11.2 Interpretacja calki / (FoT) ds dla krzywej zamknie-

) C
tej C

(a) Zalézmy, ze pole F jest styczne do krzywej C' w kierunku zgodnym z
orientacja C. Wtedy F oT > 0. Zatem /(F oT)ds > 0.
c

(b) Jesli pole F' jest styczne do krzywej C' w kierunku przeciwnym, to
FoT <0. Zatem/(FoT)ds<0.
C
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(c) Przypusémy, ze pole F jest prostopadte do C. Wtedy /(F oT)ds = 0.
oi

Ogolnie wielkosé / (F oT)ds oznacza ilo$¢ ptynu przeptywajacego w jedno-

c
stce czasu, w kierunku dodatnim wokét krzywej C) jesli F' oznacza predkosé

przeptywu. Wielkos$é / Fods nazywamy cyrkulacja pola F' wokot krzywej C.
c

Zatem curl F'(P) o n jest cyrkulacja pola na jednostke powierzchni w punk-
cie P w ptaszczyznie prostopadtej do wektora n. Przy ustalonym punkcie P

niech
curl F'(P)

|curl F(P)]|’

przy zatozeniu, ze curl F/(P) # 0. Wtedy wielko$¢ curl F'(P) on jest najwigk-
sza 7z mozliwych. Tzn. w plaszczyZnie prostopadlej do wektora curl F'(P)
mamy najwieksza tendencje do cyrkulacji.

Uwaga. Wzér Stokesa mozna zapisa¢ nastepujaco, po przejéciu do catek
niezorientowanych.

/(FoT)ds:é/(curlFon)dS.

oS

12 Wzér Gaussa-Ostrogradskiego

Dla pola wektorowego klasy F = (Fy, Fy, F3) w R? klasy C' dywergencja
nazywamy funkcje

: _aFl or, 8F3_ o o0 0
divF = + + = (8x’8y’0z

ox oy 0z ) o (Fy, Fy, Fy).

Twierdzenie Gaussa-Ostrogradskiego mowi, ze przeptyw pola F' na zewnatrz
zorientowanej powierzchni zamknietej jest rowny catce potréjnej z dywergen-
cji pola F' po obszarze ograniczonym przez powierzchnie S.

Definicja 12.1. Mdéwimy, ze obszar Q C R3 jest elementarny, jesli ma jedng
z trzech postaci:

(CL) Q= {($7ya Z) : (C(],y) S Dla @1($’y) Sz < QOQ({E,y)},
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(b) 0= {(IL’,y, Z) : (CL‘,Z) € D2a 201(3772) < ) < Q/)Q(:L‘?Z)}v
(C) Q= {(1',:% Z) : <y7 Z) € D37 771(%2) ST < 7]2(y7 Z)}>

gdzie funkcje ©1, o, 1, V1, M1, N2 ¢ ciggle, a obszary Dy, Ds i D3 takie jak
we wzorze Greena. Obszar € jest elementarny w trzech kierunkach, jesli ma
kazdg z tych postaci.

Przyktady. Prostopadtodcian [ay, by] X [ag, bs] X [as,b3] 1 kula w R? sg ele-
mentarne w trzech kierunkach.

Powierzchnie zamknieta orientujemy domyélnie tak, ze zewnetrzna czesé
jest dodatnia. Jesli S sktada sie z kilku czedci Sy, S, ..., S,, to

é/FodS:!l/Fods+...+S/n/FodS.

Przyktad. Niech S bedzie brzegiem szescianu [—1,1]%. Zewnetrzne wektory

normalne do poszczegolnych Scian majg postac

ny = (0707 _1)7 Ng = (0707 1)7
ns = (0,—1,0), ny4=1(0,1,0),
Ny = (—1,070), Ng = (1,0,0)
Zatem
6
//FodS://(Fon)dS:Z//(Foni)dS
S S =1;

:—//F3d5+//F3dS—//F2d5+//F2dS—//F1d5+//F1dS.
S1 Sa S3 Sy S5 Se

Twierdzenie 12.2 (wzdér Gaussa Ostrogradskiego). Niech €2 bedzie obszarem
elementarnym w trzech kierunkach w R3. Brzeg 00 orientujemy dodatnio.
Wtedy dla pola wektorowego F klasy C' w R mamy

//FodS:///didexdydz.

o0 Q

Dowéd. Mamy

// didea:dydz:///%];ldxdydz+///%ﬁ;dxdydz—i—///%}}dxdydz.
Q Q Q Q
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B/Q/FodSZB/Q/(Fon)dS:a/ﬂ/F1n1d8+8/ﬂ/F2n2dS+6/Q/F3n3d5,

Wystarczy pokazaé, ze odpowiednie sktadniki sg sobie réwne.

///aF?’d;cdydz_/ Fyns dS.

Pokazemy, ze

) ma postaé

Q={(r,y,2) : pr(x,y) <z < pa(z,9), (2,y) € D1}.

p2(z y

/// L dydz = [ / —dz da dy

D1 p1(z,y)

~ [ (Fee gt = Pt o) oy

= //Fg(:v,y, sﬁz(x,y))d:cdy—//Fg(x,y, o1 (z,y)) dz dy.

Brzeg obszaru € sklada sie z powierzchni dolnej Sy i gérnej Sy zwigza-
nych z wykresami funkcji z = ¢1(z,y) i 2 = po(z,y) dla (z,y) € D; oraz z
powierzchni pionowej pomiedzy tymi wykresami. Wektory normalne do po-
wierzchni pionowej maja postaé (nq,ng,0), tzn. ng = 0. Zatem

//angdS://angdS—//angdS
o0 e Cha

Dla S5 wektor normalny ma postac

(_% _ 92 1)
oz’ oy’

V() + () 1

n =
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Stad na podstawie (9.1)) otrzymujemy

/ F3n3 dS

s
:[[/F3(x7y7(p2(xay))\/(&pQ)z +1(8<p2>2+1 \/(%‘?)2_’_ (87(‘0;)24—1(11'(&/
1 D By

_ //Fg(x,y, ooz, y)) dz dy.

Podobnie uzyskujemy

//angdS: //Fs(xayaSOl(xay)) dx dy.

Sy

Przyklady.

(a) F = (2z,y% 2?%) oraz S = {a? + y*> + 2? = 1}. Niech B oznacza kule
jednostkowa. Wtedy

//FodS:///(2+2y+2z)dxdydz:// 2dx dy dz = 2vol(B) :8;.
B B

S
(b) Chcemy obliczy¢ catke niezorientowana / / (22 +y+ 2) dS, gdzie S jest
s
sfera jednostkowa. Mamy n = (z,y, z). Niech F' = (x,1,1). Wtedy

//(x2—|—y+z)d5—é/(x,l,l)odS’-/‘!/ dxdydz-él?jr.

S

12.1 Interpretacja fizyczna dywergencji

Rozwazamy pole wektorowe F klasy C! w R3. Dla ustalonego punktu P
niech B, oznacza kule o promieniu r i rodku w punkcie P. Ze wzoru Gaussa-
Ostrogradskiego mamy

é/ div F dz dy dz = /(Fon)dS: /FodS.

OB, OBy
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Z twierdzenia o wartosci sredniej mamy

// div F dz dy dz = div F(Q,) - vol (B,)
B,

dla pewnego punktu @, z B,. Zatem

1
v F(Q,) = Fods.
div F(Qr) = — (BT)BB/ o dS

Przechodzac do granicy r — 07 otrzymujemy

. , 1
div F(P) = lim — B IZ FodsS.

T

Wyrazenie
1
— Fod
vol (B,) / o d5
9B,

jest predkoscig przeptywu na zewnatrz sfery 0B, na jednostke objetosci. Jesli
div F(P) > 0, to punkt P nazywamy zréodtem. Jedli div F(P) < 0, to punkt
P nazywamy odptywem.

12.2 Potencjaty i funkcje harmoniczne

Rozwazac¢ bedziemy funkcje dwu zmiennych. Przypusémy, ze F' = VV, gdzie
V jest funkcja dwu zmiennych klasy C!. Niech C' bedzie krzywa laczaca
punkt A z punktem B. Wtedy z Twierdzenia [8.1] otrzymujemy

/F ods = V(B) — V(A).
C

Oznaczmy F = (P, Q). Powstaje problem jak stwierdzi¢, czy F = VV dla
pewnego potencjatu V. Szukamy funkcji V' spelhiajacej

oV oV

p-2v
ox’

Zalézmy, ze P i Q sa klasy C'. Tzn. potencjal V musiatby by¢ klasy C2.
Wtedy

or_ v _ oV _0Q

dy  Oydxr Oxdy Ox’
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Powstaje nastepny problem, czy warunek

or _ 0
dy  Ox

jest wystarczajacy dla istnienia potencjatu V. Przypusémy, ze warunek ten
jest spelniony. Wtedy dla krzywej zamknietej C' otaczajacej obszar D mamy

/Pdw—l—Qdy—// <6P—8Q> dzr dy = 0.

9Q

oP
Zatézmy, ze pole wektorowe F' = (P, Q) spetnia i obszarze spéj-
Y T

nym i jednospéjnym D. Jednospojnos¢ oznacza, ze dopetnienie D jest rowniez
sp6jne. Ustalmy punkt (xg,yo) w D. Dla punktu (z1,y;) z D okreslamy

V(zy, ) = /Fods— / Pdx + Q dy,

C’“cl Y1 Cxl Y1

gdzie Cy, 4, jest tamang o skonczonej liczbie poziomych i pionowych odcin-
kow, taczaca (%o, vo) z (x1,y1). Calka nie zalezy od wyboru tamanej C,, ,,.
Rzeczywiscie niech éffl:yl bedzie inng taka tamang. fL.amane moga przeci-
na¢ sie w kilku punktach. Rozwazmy dwa kolejne punkty przeciecia i obszar
D ograniczony przez famane pomiedzy tym punktami. Niech C' i C' ozna-
czaja odcinki tamanych C, 4, 1 C’x1 41 tworzace brzeg obszaru D. Wtedy
0D = CUC™ lub 9D = C~ UC. Rozwazymy pierwszy przypadek. Ze wzoru
Greena mamy

0—// (862_8];> dz dy :84de—i—Qdy:(//de%—Qdy—a/de—f-Qdy.

Zatem
/Pdm—i—Qdy:/de—f—Qdy.
P J.

Poprzez zsumowanie otrzymamy

/Pd:z:+Qdy: / Pdx+Qdy.

1,91 Cay,yy
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Pokazemy, ze VV = F = (P, Q). Rozwazamy punkty (x1,y;) oraz (x;+h,y;)
dla matych wartoéci h. Mozemy przyjac, ze Cyiiny, = Cpypn U ly, gdzie [,
jest poziomym odcinkiem od (z1,y1) do (21 + h,y1). Odcinek ten mozemy
sparametryzowacé za pomoca

r=x1+t, y=1uy, 0<t<h.
Wtedy

V(e +hy) = Vi) = [ Pde+Qdy— [ Pde+Qdy

Czl+h,y1 C$17y1
h
= /Pda:+Qdy = /P(:cl +t,yp) dt.
I, 0

Zatem

V(zr +hoy) = Vie,y) 1
- =

>

h
/P(xl +t,y1)dt PR P(x1,11).
0

ov V
To oznacza, ze — = P. Podobnie pokazujemy, ze — = (). Mowimy, ze

ox dy
Definicja 12.3. funkcja u(z,y) klasy C? jest harmoniczna jesli
P Fu_
ox2 Oy

Przypusémy, ze funkcja harmoniczna u(z,y) jest okreslona w obszarze
spojnym i jednospéjnym D. Oznaczmy

ou ~ Ou

Wtedy
0Q opP _ Pu  O*u

or oy o2 o 0

Z poprzedniego rozumowania istnieje potencjal v(z,y) taki, ze

ou 8u>

Vo= (P = (-5 5
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tzn.

ov ou ov B ou

gv_ o v_9u 12.1
Ox oy’ oy  Ox (12.1)
Otrzymujemy

v v Pu 0%u

0x? * o2 Oxdy + Oyox -

czyli v(z,y) jest tez funkcja harmoniczna. Funkcje v(x,y) okreslona przez
(12.1)) nazywamy funkcja harmoniczna sprzezona do funkcji u(z, y).

0,

Przyktad. v = 2% — y? i 22y sa sprzezonymi funkcjami harmonicznymi.
Zauwazmy, ze dla z = x + 1y mamy

22 = (x+iy)? = 2* —y* +i2wy.

12.3 Inny zapis catki //F odS
S

Niech F' = (P, Q, R) bedzie polem wektorowym. Wtedy
//FodS:/ (Fon)dS = //PnldSJr//andSJr//RngdS.
S S S S S

Rozwazmy maly fragment dS powierzchni S i rzut dS,, tego fragmentu
na plaszczyzne xy. Wtedy stosunek pol tych fragmentow zalezy od trzeciej
wspotrzednej wektora normalnego do dS

nsPole (dS) = Pole(dS, ).

Stad
ngdS = dx dy.

Podobnie
nydS = dydz, nodS = dz dx.

Stosuje si¢ wiec alternatywny zapis

//FodS:é/dedz—iré/dederé/Rdxdy.

S
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