Zatézmy, ze Im A C Im B. Wtedy A = BC dla pewnego ograniczonego ope-
ratora C. Rzeczywidcie, z zalozenia dla z € (ker A)* istnieje jedyny wektor
y € (ker B)* taki, ze Ax = By. Okreslmy Coz = y. Operator Cj jest liniowy,
roznowartoéciowy i odwzorowuje (ker A)* w (ker B)+. Ponadto A = BCj na
podprzestrzeni (ker A)*. Pokazemy, ze Cy ma domkniety wykres. Zalézmy,
ze

(ker At >, —»x, Coz, — ¥.

Wtedy
Az, — Az, Ax, = BCyx,, — By.

Stad Ax = By. Zatem Cyx = y.
Okreslmy operator liniowy C' : ' H — H poprzez

0 x € ker A,
Cr =
Cor  x € (ker A)*.

Wtedy C jest ograniczonym operatorem liniowym z H w siebie spetniajacym
A = BC. Jedli B jest zwarty, to rowniez A jest zwarty.

Teza jest prawdziwa réwniez dla przestrzeni Banacha. Niech A € B(X, Z),
B e B(Y, Z), gdzie X, Y i Z sa przestrzeniami Banacha oraz Im A C Im B.
Niech X4 oraz Yp oznaczaja przestrzenie ilorazowe X/ker A i Y/ker B, od-
powiednio. Operatory A i B przenosza sie (bez zmiany obrazu) na operatory
roznowarto$ciowe i ograniczone z przestrzeni X4 i Yp, odpowiednio, w prze-
strzen Z. Oznaczymy je symbolami

A:X,—Z, B:Yz— Z

Mamy ImA C ImB. Zatem dla u € X 4 istnieje jedyny element v € Y taki,
ze Au = Bv. Okreslmy operator C' : X4 — Yp wzorem Cu = v. Operator C'
jest linjowy oraz A = BC. Sprawdzimy, ze C' ma domknicty wykres. Niech
U, — u W Xy oraz Cu, — v w Z. Wtedy

flun — flu, BC’un — Bu.

Stad Au = Bu, czyli Cu = v.

Zalézmy, ze operator B : Y — Z jest zwarty. Wtedy operator B : Yz — Z
tez jest zwarty. Istotnie niech v,, bedzie ciggiem ograniczonym w Y. Istnieje
element y,, € Y taki, ze y, € v, oraz ||y,|ly < ||vally, + 1. Zatem ciag y,, jest
ograniczony w Y. Wtedy ciag By, = Bu,, zawiera podciag zbiezny w Z.



Niech P4 oznacza odwzorowanie ilorazowe Py : X — X 4. Wtedy
A= AP, = BCPa.

Stad operator A jest zwarty.



