
10. Zadania z analizy funkcjonalnej
do wyk ladu R. Szwarca

1. T jest ograniczonym operatorem na przestrzeni Hilberta.
Pokazać, że

(kerT )⊥ = imT ∗, (imT )⊥ = kerT ∗.

2. T jest ograniczonym operatorem na przestrzeni Hilberta H.
Pokazać, że

(a) T jest różnowartościowy wtedy i tylko wtedy. gdy
obraz T ∗ jest gȩsty;

(b) T ∗ jest różnowartościowy wtedy i tylko wtedy. gdy
obraz T jest gȩsty;

(c) Jeśli T jest ”na”, to istnieje S : H −→ H taki, że
TS = I.

(d) T ma domkniȩty obraz wtedy i tylko wtedy T ∗ ma
domkniȩty obraz.

3. Pokazać, że jeśli A∗ = A, to

‖A‖ = sup
‖x‖=1

|(Ax, x)|.

Wskazẃka. Skorzystać z

(Ax, y) =
1

4
[(A(x+ y), x+ y)− (A(x− y), x− y)).

4. Obliczyć normȩ operatora T określonego wzorem

Tf(x) =
1

x

∫ 1

0

f(y)dy

w przestrzeni L2(0, 1). Znaleźć operator sprzȩżony. Pokazać,
że istnieje cia̧g funkcji fn ∈ L2 taki, że fn → 0 s labo, ale
‖Tfn‖2 nie da̧ży do 0. Wskazówka. Zauważyć, że

Tf(x) =

∫ 1

0

f(xy)dy.

Skorzystać z nierówności(∫ 1

0

(∫ 1

0

g(x, y)dy

)2

dx

)1/2

≤
∫ 1

0

(∫ 1

0

g(x, y)2dx

)1/2

dy.

Zbadać jak zachouje siȩ iloraz ‖f‖−12 ‖Tf‖2 dla f(x) = xa,
gdy a→ −1/2+.

5. T jest operatorem na L2(0,+∞) określonym przez

Tf(x) =

∫ ∞
0

e−xyf(y)dy.

Dowieść, że T jest ograniczonym operatorem na L2 i znaleźć
jego normȩ. Obliczyć T ∗ i pokazać, że operator TT ∗ zadany
jest wzorem

(TT ∗f)(x) =

∫ +∞

0

f(y)(x+ y)−1dy.

Wskazówka. Zauważyć, że

Tf(x) =
1

x

∫ ∞
0

e−yf(
y

x
)dy.

Skorzystać z nierówności(∫ ∞
0

(∫ ∞
0

g(x, y)dy

)2

dx

)1/2

≤
∫ ∞
0

(∫ ∞
0

g(x, y)2dx

)1/2

dy.

Zbadać zachowanie siȩ ilorazu ‖f‖−12 ‖Tf‖2 dla f(x) =
x−1/2+δe−εx, gdy δ, ε→ 0+.

6. T jest operatorem na L2(0, 1) takim, że dim imT < +∞.
Pokazać, że istnieje funkcja K(x, y) z L2((0, 1)×(0, 1)) taka,
że

Tf(x) =

∫ 1

0

K(x, y)f(y)dy.



Wskazówka. Niech ϕ1, . . . , ϕn oraz bȩdzie baza̧ ortonor-
malna̧ dla (imT ∗). Pokazać, że

K(x, y) =
n∑
i=0

(Tϕi)(x)ϕi(y).


