10. Zadania z analizy funkcjonalnej
do wyktadu R. Szwarca

1. T jest ograniczonym operatorem na przestrzeni Hilberta.
Pokazac, ze

(ker T)* = im T, (im T)* = ker T*.

2. T jest ograniczonym operatorem na przestrzeni Hilberta H.
Pokazac, ze

(a) T jest réznowartosciowy wtedy i tylko wtedy. gdy
obraz T™ jest gesty;

(b) T* jest réznowartosciowy wtedy i tylko wtedy. gdy
obraz T jest gesty;

(c) Jesli T jest "na”, to istnieje S : H — H taki, ze
TS =1.

(d) T ma domkniety obraz wtedy i tylko wtedy 7* ma
domkniety obraz.

3. Pokazac, ze jesli A* = A, to
|Al = sup |(Az,z)].
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Wskazwka. Skorzystac z
1
(Az,y) = J[(Alz +y),w +y) = (Alz —y),. 2 = y)).
4. Obliczy¢ norme operatora T’ okreslonego wzorem
1
71 = [ Sy
T Jo
w przestrzeni L?(0, 1). Znalez¢é operator sprzezony. Pokazad,

ze istnieje ciag funkcji f, € L? taki, ze f, — 0 stabo, ale
|T fn||2 nie dazy do 0. Wskazéwka. Zauwazy¢, ze

Tf(z) = /0 F(zy)dy.

Skorzysta¢ z nierownosc:
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Zbada¢ jak zachouje sie
gdy a — —1/2%.
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. T jest operatorem na L

Pokazad, ze istnieje funke
ze

Tf(x) =



Wskazéwka. Niech ¢1,...,¢, oraz bedzie baza ortonor-
malng dla (im7™). Pokazaé, ze

n

K(z,y) =Y (Te:)(@)ei(y).
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