5. Zadania z analizy funkcjonalnej 3

. Pokazaé, ze jesli dwie krzywe zamkniete C i Cy obiegaja jednokrotnie spektrum o(a) elementu
algebry Banacha A, to dla dowolnej funkcji f(z) holomorficznej w obszarze otwartym U zawie-
rajacym obszary ograniczone przez te krzywe mamy

/01 f(2)(ze —a)tdz = . F(2)(ze — )~V dz.

Wskazowka: Uzasadnié, ze istnieje krzywa zamknieta Cy zawarta w U, obiegajaca o(a), roztaczna
zarowno z C] jak i z Cs.

. Niech f(z) bedzie funkcja ciagla okreslona na krzywej C' w plaszcezyZnie zespolonej o wartosciach
w przestrzeni Banacha A. Pokazaé, ze

/Cf(z) dz

gdzie [(C) oznacza dtugosé krzywej.
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. Niech f(s,t) bedzie funkcja ciagta okreslona na [a, b] X [c, d] o wartosciach w przestrzeni Banacha
A. Pokazaé, ze funkcje

sg ciggle oraz
/ab (/jf(t,s)dt) ds:/cd (/jf(t,s)ds) dt.

. Niech f(z) bedzie funkcja catkowita. Pokazaé, ze dla elementu a algebry Banacha A mamy
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. Niech A bedzie podalgebrag Banacha algebry Banacha B, oraz e € A. Pokazaé, ze dla elementu
a € A mamy og(a) C oa(a) oraz doa(a) C dog(a), gdzie IC oznacza brzeg zbioru C' C C.
Wywnioskowad, ze jesli op(a) C R, to op(a) = 0a(a). Wskazéwka: Pokazaé, ze jesli A € do4(a),
natomiast \, — A oraz A\, ¢ oa(a), to |[(Ae — a)7t|| — oco. Z tego warunku wyprowadzi¢, ze

AE UB(CL).

. Niech B bedzie algebra Banacha z jednoscia. Niech A oznacza domknietg podalgebre generowana
przez element a oraz elementy postaci (ze — a)™!, dla z ¢ o(a). Pokazaé, ze przestrzen idealéw
maksymalnych podalgebry A jest homeomorficzna z o(a). Udowodnié, ze element a generuje
algebre A wtedy i tylko wtedy, gdy zbiér o(a) nie rozcina plaszczyzny zespolone;.

. Dla elementu a algebry Banacha za jednoscia A i funkcji f holomorficznej w obszarze zawieraja-
cym o(a) mamy f(a) = 0. Pokazaé, ze zbiér o(a) jest skonczony. Wskazaé¢ wielomian p(z) taki,
ze p(a) = 0.

. Niech f bedzie ograniczona funkcja rzeczywista na [0, 1] ciagta poza punktem 1/2. Niech A ozna-
cza algebre Banacha generowana przez f i C[0, 1]. Wyznaczy¢ przestrzen ideatéw maksymalnych
dla A.

. Zmalezé przestrzen idealéw maksymalnych algebry dyskowej A ztozonej z funkcji cigglych w
domknietym kole jednostkowym i holomorficznych wewnatrz tego kota.
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Dla algebry Banacha A z jednoscia (niekoniecznie przemiennej) i elementu a € A okreslamy
operator liniowy L, : A — A wzorem L,x = ax. Pokazaé, ze o(a) = o(L(a)).

Niech A bedzie domknietg *-podalgebra C*-algebry z jednoscig B oraz e € A. Pokazaé, ze jesli
element a € A jest odwracalny w B, to a™! € A. (Wskazéwka: Rozwazy¢ elementy a*a oraz aa*).
Wywnioskowaé, ze dla a € A mamy o4(a) = op(a).

Pokazaé, ze w przemiennej C*-algebrze o(a*a) C [0,00). Zatézmy, ze dla elementu b zachodzi
©(b) > 0 dla kazdego ¢. Wtedy istnieje a spelniajacy b = a*a.

Niech M bedzie podprzestrzenig liniowa kowymiaru 1 w przemiennej algebrze Banacha z jed-
noscia A taka, ze przekréj M i exp(A) = {exp(a) : a € A} jest pusty. Pokazaé, ze M jest
idealem maksymalnym. Wskazéwka: Przy ustalonym elemencie a zastosowaé odpowiedni funk-
cjonal liniowy do funkcji catkowitej F'(z) = exp(za). Pokazaé, ze teza jest spetniona bez zaltozenia
przemiennosci algebry.



