6. Zadania z analizy funkcjonalnej 3

. Niech A bedzie operatorem ograniczonym w przestrzeni Hilberta H. Zat6zmy, ze H = Ho & Hy,
gdzie Hy 1 H; sa domknietymi podprzestrzeniami niezmienniczymi dla A, tzn. A(Hy) C Hy oraz
A(H1) C H,y. Pokazaé, ze Hy i H; sa podprzestrzeniami niezmienniczymi dla kazdego operatora
postaci f(A), gdzie f jest funkcja holomorficzng w otwartym otoczeniu spektrum operatora A.

. Niech A bedzie x-algebra Banacha z jednoscia. Pokazaé, ze e* = e. Udowodnié, ze jesli a,, — a
to a;, — a*.

. Pokaza¢, ze dla elementu a w *-algebrze Banacha z jednoscia mamy o(a*) = o(a). Pokazaé, ze

jesli f € H(a), to dla f*(z) = f(Z) mamy f* € H(a*). Wykazaé, ze wtedy f(a)* = f*(a*).
. Niech a bedzie elementem samosprzezonym w x-algebrze Banacha z jedno$cig. Korzystajac z
poprzedniego zadania wywnioskowaé, ze (e"®)* = e~ dla t € R.

. Niech U bedzie operatorem unitarnym w przestrzeni Hilberta H.

(a) Pokazaé, ze jesli funkcja f jest holomorficzna w otoczeniu okregu jednostkowego oraz fj
jest obcieciem tej funkcji do okregu jednostkowego, to f(U) = fo(U). Uwaga: Operator
fo(U) jest okreslony poprzez granice p,(U) dla ciagu wielomianéw trygonometrycznych
P,(t) = p,(e"), zbieznych jednostajnie do F(t) = f(e').

(b) Pokazaé, ze jesli o(U) jest wlasciwym podzbiorem okregu oraz f jest holomorficzna w
otoczeniu tuku zawierajacego o(U), to rowniez f(U) = fo(U). Wskazéwka: Skorzystaé z
twierdzenia Rungego.

(c¢) * Udowodnié, ze ogdlnie jesli f jest holomorficzna w otoczeniu o(U), to f(U) = fo(U).
Wskazowka: Jedli spektrum jest spdjne, to korzystamy z (b). Jesli jest niespéjne, to f jest
holomorficzna w skonczonej sumie roztacznych zbioréw otwartych pokrywajacych spektrum.
Skorzysta¢ z zadania 1 i sprowadzi¢ zagadnienie do przypadku (b).

. Pokazaé, ze jedli x-algebra, niekoniecznie z jednoscia, posiada dwie C* normy ||a|| i |||a||| takie, ze
lall <flall, a€A

to normy te sa roéwne.

. Pokaza¢, ze w C*-algebrze, z jednoscia lub bez, mamy

lall = sup [Jaz].
Jall<1

Wskazowka: Pokazaé, ze supremum jest osiagniete na elemencie a*/||a|| dla a # 0.

. Dla C*-algebry A bez jednosci niech B(A) oznacza przestrzen ograniczonych operatoréw linio-
wych z A w siebie. Pokaza¢, ze odwzorowanie A 5 a — L, € B(A), gdzie L,z = az, okresla
izometryczne wlozenie A w B(A). Niech A oznacza podzbiér w B(A) ztozony z operatoréw
postaci L, + AI, gdzie a € A oraz A € C. Pokazaé¢, ze A jest podalgebra. Pokazaé¢, ze A jest
C*-algebrg ze sprzezeniem okreélonym przez L, + M +— Lg + M w normie odziedziczonej z
B(A).



