14. Zadania do wykfadu
Wstep do matematyki dyskretne;j

1. Ile razy trzeba podnie$¢ otéwek nad kartke przy rysowaniu grafu ponizej
?

2. Zmalez¢ cykl Hamiltona w grafie ponizej.

3. Pokazaé, ze ponizszy graf nie posiada cyklu Hamiltona, ale posiada
tancuch Hamiltona.

4. Ile cykli Hamiltona posiada graf zupely K, 7

5. Niech G bedzie grafem, ktorego wierzchotkami sa 64 pola szachownicy
8 x 8, przy czym dwa pola sa potaczone krawedzia doktadnie wtedy,
gdy maja wspolny bok. Czy graf G posiada tancuch Hamiltona taczacy
dwa przeciwlegle rogi szachownicy 7

6. Rozwiagza¢ podane zagadnienie, formutujac je w jezyku teorii graféw: W
jaki sposob trzeba wykonywaé ruchy konikiem szachowym aby przejsé
wszystkie pola szachownicy 8 x 8, kazde pole tylko raz ?
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(Pésa, 1962.) Niech G bedzie grafem prostym o n > 3 wierzchotkach
takim, ze

(i) dla kazdego k speliajacego 1 < k < (n—1)/2, liczba wierzchotkow
majacych stopien co najwyzej k jest mniejsza niz k,

(i) jesli n jest nieparzysta, to liczba wierzchotkéw majacych stopien
co najwyzej (n — 1)/2 jest rébwna co najwyzej (n — 1)/2.

Pokaza¢, ze G ma cykl Hamiltona.
Korzystajac z poprzedniego zadania wyprowadzi¢ twierdzenie Ore.

(Ore, 1961.) Niech G bedzie grafem prostym o n wierzchotkach i m
krawedziach, przy czym m > 1(n—1)(n—2)+2. Pokaza¢, ze G posiada
cykl Hamiltona. Znalez¢ graf o n wierzchotkach i £(n —1)(n —2) +1
krawedziach, ktory nie posiada cyklu Hamiltona.

Dla liczby n > 3 niech G,, oznacza graf. ktérego wierzchotkami sa
wszystkie permutacje zbioru {1,2,...,n}, przy czym dwie permutacje
sa potaczone krawedzig wtedy i tylko wtedy, gdy jedng permutacje
mozna otrzymac z drugiej poprzez przestawienie dwu liczb. Pokazac,
ze G, ma cykl Hamiltona.

Niech D bedzie grafem skierowanym takim, ze dla kazdego wierzchotka
liczba wejs¢ jest réwna liczbie wyjs¢. Pokazaé, ze D posiada obwod
elementarny.

Pokazaé, ze graf skierowany posiadajacy obwod Eulera jest mocno spoj-
ny.

Podac¢ przyktad grafu skierowanego D nie posiadajacego obwodu Eule-
ra, ale takiego, ze zwiazany z D graf GG posiada cykl Eulera.
Udowodni¢, twierdzenie z wyktadu o istnieniu obwodu Eulera.
Udowodni¢, twierdzenie z wyktadu o istnieniu $ciezki Eulera.

W grafie zupelnym K, okreslamy dowolnie kierunek kazdej krawedzi
otrzymujac w ten sposob graf skierowany D. W ten spos6b dla dowol-
nych dwu réznych wierzchotkéw x i y istnieje tuk od x do y albo od y
do x. Pokazaé¢, ze D posiada Sciezke Hamiltona.

Pokazac, ze jesli graf D z poprzedniego zadania jest mocno spojny, to
istnieje obw6éd Hamiltona.

Niech G bedzie grafem spéjnym z przesmykiem e. Pokazaé¢, ze po usu-
nieciu e otrzymany graf ma doktadnie dwie spéjne komponenty.



19. Pokazaé, ze graf skierowany D nie posiada obwodow elementarnych
wtedy i tylko wtedy, gdy jego wierzchotki mozna ustawi¢ w ciag x1, xs, ..., T,
tak, ze kazdy tuk w D ma postaé (z;,z;), gdzie i < j.



