
Warsztaty z kombinatoryki

Lubachów, 30 listopada-2 grudnia 2018

1 Wspóªczynniki dwumianowe Newtona

Liczby (
n

k

)
=

n!

k!(n− k)!
(1)

maj¡ wiele ciekawych wªasno±ci. Wiemy, »e wielko±¢

(
n

k

)
oznacza liczb¦ k-

elementowych podzbiorów zbioru n-elementowego.

• Ile wynosi

(
n

0

)
?

• Dlaczego

(
n

k

)
=

(
n

n− k

)
?

• Która z liczb

(
n

0

)
,

(
n

1

)
, . . . ,

(
n

n

)
jest najwi¦ksza ?

Twierdzenie 1 (Wzór Pascala). Dla 1 ≤ k ≤ n− 1 mamy(
n

k

)
=

(
n− 1

k

)
+

(
n− 1

k − 1

)
.

Dowód. Niech S b¦dzie zbiorem o n elementach. Wyró»niamy jeden element
zbioru S. Np. S mo»e skªada¢ si¦ z n − 1 biaªych kul i jednej czarnej. Aby
wybra¢ k kul mo»emy:

(a) Wybra¢ k biaªych kul na

(
n− 1

k

)
sposobów,
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(b) Wzi¡¢ czarn¡ kul¦ i dobra¢ k − 1 biaªych kul na

(
n− 1

k − 1

)
sposobów.

Zatem mamy razem (
n− 1

k

)
+

(
n− 1

k − 1

)
mo»liwo±ci.

Liczby

(
n

k

)
mo»emy zapisa¢ w trójk¡tnej tabeli.

n
(
n
0

) (
n
1

) (
n
2

) (
n
3

) (
n
4

) (
n
5

) (
n
6

)
0 1
1 1 1
2 1 2 1
3 1 3 3 1
4 1 4 6 4 1
5 1 5 10 10 5 1
6 1 6 15 20 15 6 1

Twierdzenie 2.(
n

0

)
+

(
n+ 1

1

)
+

(
n+ 2

2

)
+ . . .+

(
n+ k

k

)
=

(
n+ k + 1

k

)
.

Dla n ≥ k mamy(
k

k

)
+

(
k + 1

k

)
+

(
k + 2

k

)
+ . . .+

(
n

k

)
=

(
n+ 1

k + 1

)
.

Dowód. Ze wzoru Pascala(
n+ k + 1

k

)
=

(
n+ k

k

)
+

(
n+ k

k − 1

)
=

(
n+ k

k

)
+

(
n+ k − 1

k − 1

)
+

(
n+ k − 1

k − 2

)
= . . . =

(
n+ k

k

)
+

(
n+ k − 1

k − 1

)
+ . . .+

(
n+ 1

1

)
+

(
n+ 1

0

)
=

(
n+ k

k

)
+

(
n+ k − 1

k − 1

)
+ . . .+

(
n+ 1

1

)
+

(
n

0

)
.
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Dalej(
k

k

)
+

(
k + 1

k

)
+

(
k + 2

k

)
+ . . .+

(
n

k

)
=

(
k

0

)
+

(
k + 1

1

)
+

(
k + 2

2

)
+ . . .+

(
n

n− k

)
=

(
n+ 1

n− k

)
=

(
n+ 1

k + 1

)
.

Twierdzenie 3 (dwumianowe Newtona).

(x+ y)n = xn +

(
n

1

)
xn−1y +

(
n

2

)
xn−2y2 + . . .+

(
n

n− 1

)
xyn−1 + yn, (2)

(x+ 1)n = xn +

(
n

1

)
xn−1 +

(
n

2

)
xn−2 + . . .+

(
n

n− 1

)
x+ 1. (3)

1.1 To»samo±ci

(a) (
n

k

)
=
n

k

(
n− 1

k − 1

)
, n ≥ k ≥ 1. (4)

Mo»na wzór wyprowadzi¢ na podstawie (1). Mo»na równie» uzasadni¢ wzór
podaj¡c interpretacj¦ kombinatoryczn¡ równo±ci

k

(
n

k

)
= n

(
n− 1

k − 1

)
.

Jak to zrobi¢ ? (zadanie)

(b) (
n

0

)
+

(
n

1

)
+ . . .+

(
n

n

)
= 2n.

Wystarczy we wzorze (2) podstawi¢ x = y = 1. Mo»na te» poda¢ interpre-
tacj¦ kombinatoryczn¡. (zadanie)

Podstawmy x = 1 i y = 2 do wzoru (2). Wtedy(
n

0

)
+

(
n

1

)
2 +

(
n

2

)
22 + . . .+

(
n

n

)
2n = 3n.

Poda¢ kombinatoryczne wyja±nienie równo±ci. (zadanie)
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(c) (
n

0

)
−
(
n

1

)
+

(
n

2

)
− . . .+ (−1)n

(
n

n

)
= 0.

We wzorze (2) podstawi¢ x = 1, y = −1. Przenosz¡c wyrazy ze znakiem
minus na praw¡ stron¦ otrzymamy(

n

0

)
+

(
n

2

)
+ . . . =

(
n

1

)
+

(
n

3

)
+ . . . , (5)

tzn. liczba podzbiorów z parzyst¡ liczb¡ elementów jest równa liczbie pod-
zbiorów z nieparzyst¡ liczb¡ elementów. Nietrudno to wyja±ni¢ kombinato-
rycznie, je±li liczba n jest nieparzysta. Rzeczywi±cie, niech zbiór S skªada
si¦ z n elementów. Ka»demu podzbiorowi A z parzyst¡ liczb¡ elementów
odpowiada dopeªnienie S \ A, z nieparzyst¡ liczb¡ elementów.

Jak wyja±ni¢ kombinatorycznie wzór (5), gdy liczba n jest parzysta ? (za-
danie)

(d)

1

(
n

1

)
+ 2

(
n

2

)
+ . . .+ n

(
n

n

)
= n2n−1. (6)

Przy wyprowadzeniu wzoru mo»emy skorzysta¢ z (4). Wtedy lewa strona
jest równa

n

1

(
n− 1

0

)
+ 2

n

2

(
n− 1

1

)
+ 3

n

3

(
n− 1

2

)
+ . . .+ n

n

n

(
n− 1

n− 1

)
= n

[(
n− 1

0

)
+

(
n− 1

1

)
+

(
n− 1

2

)
+ . . .+

(
n− 1

n− 1

)]
= n 2n−1.

Znale¹¢ kombinatoryczne uzasadnienie wzoru (6). (zadanie)

(e) Wyprowadzi¢ wzór (zadanie)

12
(
n

1

)
+ 22

(
n

2

)
+ . . .+ n2

(
n

n

)
= n2n−1 + n(n− 1)2n−2. (7)

(f) (
n

0

)2

+

(
n

1

)2

+ . . .+

(
n

n

)2

=

(
2n

n

)
. (8)
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Wyja±nienie 1: zbiór S zªo»ony z 2n elementów dzielimy na dwa podzbiory
A i B zªo»one z n elementów. Ka»dy n-elementowy podzbiór zbioru S za-
wiera pewn¡ liczb¦ k elementów ze zbioru A i n − k elementów ze zbioru

B. Liczba k-elementowych podzbiorów A wynosi

(
n

k

)
, a liczba (n − k)-

elementowych podzbiorów zbioru B wynosi

(
n

n− k

)
=

(
n

k

)
. Przy ustalo-

nej warto±ci k mamy zatem

(
n

k

)2

mo»liwo±ci do wyboru. Poprzez dodanie

wszystkich mo»liwo±ci otrzymamy wzór (8).

Wyja±nienie 2:
(x+ 1)n(x+ 1)n = (1 + x)2n.

Wspóªczynnik przy xn po prawej stronie wzoru wynosi

(
2n

n

)
. Obliczymy

ten wspóªczynnik po lewej stronie.

(x+1)n(x+1)n =

[(
n

0

)
xn +

(
n

1

)
xn−1 +

(
n

2

)
xn−2 + . . .+

(
n

n− 1

)
x+

(
n

n

)]
×
[(
n

0

)
xn +

(
n

1

)
xn−1 +

(
n

2

)
xn−2 + . . .+

(
n

n− 1

)
x+

(
n

n

)]
Wspóªczynnik przy xn wynosi zatem(

n

0

)(
n

n

)
+

(
n

1

)(
n

n− 1

)
+

(
n

2

)(
n

n− 2

)
+ . . .+

(
n

n

)(
n

0

)
=

(
n

0

)2

+

(
n

1

)2

+

(
n

2

)2

+ . . .+

(
n

n

)2

.

Wiele ciekawych wzorów mo»na otrzyma¢ poprzez przeliczenie obiektów na dwa
ró»ne sposoby.

2 Zasada wª¡czania i wyª¡czania

Zasada sªu»y do zliczania obiektów w sposób po±redni. Je±li A jest podzbiorem
zbioru S, to liczba obiektów w zbiorze A jest równa liczba obiektów w zbiorze S
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minus liczba obiektów spoza podzbioru A. Je±li |A| oznacza liczb¦ obiektów w A
oraz A oznacza dopeªnienie zbioru A w S, tzn. A = S \ A, to

|A| = |S| − |A|.

Niech S b¦dzie zbiorem obiektów, a P1 i P2 dwiema wªasno±ciami, jakie obiekty
w S mog¡ speªnia¢ lub nie speªnia¢. Oznaczmy symbolami A1 i A2 te obiekty,
które maj¡ wªasno±¢ P1, P2, odpowiednio. Chcemy znale¹¢ liczb¦ obiektów, które
nie speªniaj¡ wªasno±ci P1 ani P2. Tzn. chodzi o obliczenie |A1 ∩ A2|.

|A1 ∩ A2| = |S| − |A1| − |A2|+ |A1 ∩ A2|. (9)

Wzór (9) uzasadnimy nast¦puj¡co: poka»emy, »e element x, który nie speªnia P1 i
P2 ma wkªad 1 po prawej stronie równo±ci, a element, który speªnia P1 lub P2 ma
wkªad 0. Je±li x nie speªnia ani P1 ani P2, to taki element le»y w S, ale nie le»y
w »adnym ze zbiorów A1, A2, A1 ∩A2. St¡d jego wkªad wynosi 1. Je±li x speªnia
tylko jedn¡ z wªasno±ci, np. P1, to jego wkªad w praw¡ stron¦ wzoru wynosi

1− 1− 0 + 0 = 0.

Je±li x speªnia tylko P2, to wkªad wynosi

1− 0− 1 + 0 = 0.

Je±li x speªnia P1 i P2, to wkªad wynosi

1− 1− 1 + 1 = 0.

Ogólnie, zaªó»my, »e mamy m wªasno±ci P1, P2, . . . , Pm, które elementy zbioru
S mog¡ speªnia¢ lub nie speªnia¢. Oznaczmy symbolem Ai zbiór elementów w S,
które maj¡ wªasno±¢ Pi.

Twierdzenie 4 (zasada wª¡czania i wyª¡czania). Liczba elementów w S, które
nie speªniaj¡ »adnej wªasno±ci P1, P2, . . . , Pm wynosi

|A1 ∩ A2 ∩ . . . ∩ Am| = |S| −
∑
i

|Ai|+
∑
i<j

|Ai ∩ Aj|

−
∑
i<j<k

|Ai ∩ Aj ∩ Ak|+ . . .+ (−1)m|A1 ∩2 ∩ . . . ∩ Am|. (10)

6



Dla m = 3 i m = 4 wzory maj¡ posta¢

|A1 ∩ A2 ∩ A3| = |S| − (|A1|+ |A2|+ |A3|)
+ (|A1 ∩ A2|+ |A1 ∩ A3|+ |A2 ∩ A3|)− |A1 ∩ A2 ∩ A3|.

|A1 ∩ A2 ∩ A3 ∩ A4| = |S| − (|A1|+ |A2|+ |A3|+ |A4|)
+ (|A1 ∩ A2|++(|A1 ∩ A3|+ |A1 ∩ A2|+ |A2 ∩ A3|+ |A2 ∩ A4|+ |A3 ∩ A4|)
− (|A1 ∩ A2 ∩ A3|+ |A1 ∩ A2 ∩ A4|+ |A1 ∩ A3 ∩ A4|+ |A2 ∩ A3 ∩ A4|)

+ |A1 ∩ A2 ∩ A3 ∩ A4|.

Ile skªadników powinno by¢ po prawej stronie wzoru (10) ? Tyle ile wszystkich
podzbiorów zbioru m-elementowego, czyli 2m. Ilo±¢ skªadników po prawej stronie
wynosi

1 +

(
m

1

)
+

(
m

2

)
+ . . .+

(
m

m

)
= 2m.

Dla m = 4 powinno by¢ 16 skªadników.

Dowód. Przeprowadzimy podobne rozumowanie jak w przypadku m = 2. Roz-
wa»my obiekt, który nie speªnia »adnej z wªasno±ci P1, P2, . . . , Pm. Jego wkªad w
praw¡ stron¦ wzoru (10) wynosi

1− 0 + 0− 0 + . . .+ (−1)m0 = 1.

Rozwa»my teraz obiekt x, który speªnia dokªadnie n ≥ 1 wªasno±ci spo±ród
P1, P2, . . . , Pm, gdzie n ≤ m. Wkªad w lew¡ stron¦ wzoru wynosi 0. Jego wkªad

w |S| wynosi 1, w
∑
i

|Ai| wynosi n. Z kolei wkªad w
∑
i<j

|Ai ∩ Aj| wynosi
(
n

2

)
,

bo na tyle sposobów mo»emy wybra¢ par¦ wªasno±ci jakie x speªnia. Wkªad y w∑
i<j<k

|Ai ∩ Aj ∩ Ak| wynosi
(
n

3

)
, itd. Zatem wkªad x po prawej stronie wzoru

(10) wynosi (
n

0

)
−
(
n

1

)
+

(
n

2

)
− . . .+ (−1)n

(
n

n

)
= 0.
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Wniosek 1. Liczba obiektów w S, które speªniaj¡ przynajmniej jedn¡ z wªasno±ci

P1, P2, . . . , Pm wynosi

|A1 ∪ A2 . . . ∪ Am| =
∑
i

|Ai| −
∑
i<j

Ai ∩ Aj|+
∑
i<j<k

|Ai ∩ Aj ∩ Ak|

+ . . .+ (−1)m+1|A1 ∩2 ∩ . . . ∩ Am|.

Dowód.

|A1 ∪ A2 . . . ∪ Am| = |S| − |A1 ∪ A2 . . . ∪ Am| = |S| − |A1 ∩ A2 ∩ . . . ∩ Am|.

Wystarczy teraz zastosowa¢ Twierdzenie 3.

Przykªad. Ile jest liczb naturalnych od 1 do 1000 niepodzielnych przez 5, 6 i 8
? Niech P1, P2 i P3 oznaczaj¡ wªasno±ci podzielno±ci przez 5, 6 i 8. Wtedy

|A1| =
⌊
1000

5

⌋
= 200, |A2| =

⌊
1000
6

⌋
= 166, |A3| =

⌊
1000
8

⌋
= 125,

|A1 ∩ A2| =
⌊
1000

30

⌋
= 33, |A1 ∩ A3| =

⌊
1000
40

⌋
= 25, |A2 ∩ A3| =

⌊
1000
24

⌋
= 41,

|A1 ∩ A2 ∩ A3| =
⌊
1000

120

⌋
= 8.

|A1 ∩ A2 ∩ A3| = 1000− (200 + 166 + 125) + (33 + 25 + 41)− 8 = 600.

2.1 Kombinacje multizbiorów

Multizbiór jest podobny do zbioru, ale jego elementy nie musz¡ by¢ ró»ne. Np.
multizbiór

M = {a, a, a, b, c, c, d, d, d, d}

ma 10 elementów: 3 · a, 1 · b, 2 · c i 4 · d. B¦dziemy stosowa¢ zapis

M = {3 · a, 1 · b, 2 · c, 4 · d}.

Liczby 3, 1, 2 i 4 s¡ liczbami powtórze« elementów multizbioru M. Mo»na ele-
menty a, b i c traktowa¢ jak ró»ne rodzaje owoców: jabªka, gruszki i brzoskwinie.
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Zbiór jest multizbiorem, w którym liczby powtórze« s¡ równe 1. Dopuszczamy
multizbiory z niesko«czon¡ liczb¡ powtórze«, np.

M = {∞ · a, 2 · b, ∞ · c, 4 · d}.

Wybór r elementów multizbioru (nieuporz¡dkowany) nazywamy r-kombinacj¡.
�atwo obliczy¢ liczb¦ r-kombinacji multizbioru

M = {n1 · a1, n2 · a2, . . . , nk · ak}, r ≤ n1 + n2 + . . .+ nk,

je±li

(a) n1 = n2 = . . . = nk = 1, tzn M jest zbiorem,

(b) n1 = n2 = . . . = nk = r (lub ∞).

W przypadku (a) otrzymujemy

(
k

r

)
. W przypadku (b) zagadnienie sprowadza

si¦ do liczby rozwi¡za« równania

m1 +m2 + . . .+mk = r, (11)

gdzie m1, m2, . . . , mk s¡ nieujemnymi liczbami caªkowitymi. Aby znale¹¢ liczb¦
rozwi¡za«, rozwa»my r biaªych kul uªo»onych wzdªu» poziomej linii. Dokªadaj¡c
k − 1 biaªych kul otrzymamy w sumie r + k − 1 elementów. Z otrzymanego
zbioru wybierzmy k− 1 kul i przemalujmy je na czarno. W ten sposób pozostaªe
r biaªych kul zostaªo podzielonych na k grup. Niektóre z tych grup mog¡ by¢
puste, je±li dwie czarne kule s¡siaduj¡ ze sob¡. Niech n1, n2, . . . , nk oznacza
liczby biaªych kul w grupach. Tzn. n1 oznacza liczb¦ biaªych kul na lewo od
pierwszej czarnej, n2 liczb¦ biaªych kul pomi¦dzy pierwsz¡ i drug¡ czarn¡ kul¡,
itd., wreszcie nk oznacza liczb¦ biaªych kul na prawo od ostatniej (k−1)-ej czarnej
kuli. To oznacza, ze liczba rozwi¡za« równania (11) wynosi(

r + k − 1

k − 1

)
=

(
r + k − 1

r

)
.

Przypadek, gdy która± z liczb powtórze« n1, n2, . . . , nk jest mniejsza ni» r jest
trudniejszy. Np. gdy n1 < r r-kombinacja nie mo»e skªada¢ si¦ tylko z elementów
typu a1.
Przykªad. Obliczy¢ liczb¦ 10-kombinacji multizbioru

B = {3 · a, 4 · b, 5 · c}.
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Zastosujemy zasad¦ wª¡czania i wyª¡czania rodziny S wszystkich 10-kombinacji
multizbioru

M = {∞ · a, ∞ · b, ∞ · c}

przy czym

• P1 oznacza, »e 10-kombinacja zawiera przynajmniej 4 elementy a.

• P2 oznacza, »e 10-kombinacja zawiera przynajmniej 5 elementów b.

• P3 oznacza, »e 10-kombinacja zawiera przynajmniej 6 elementów c.

Liczba 10-kombinacji multzibioru B jest równa liczbie 10-kombinacji multizbioru
M, które nie speªniaj¡ wªasno±ci P1, P2 ani P3. Chodzi o liczb¦

|A1 ∩ A2 ∩ A3| = |S| − (|A1|+ |A2|+ |A3|)
+ (|A1 ∩ A2|+ |A1 ∩ A3|+ |A2 ∩ A3|)− |A1 ∩ A2 ∩ A3|.

Mamy

|S| =
(
10 + 3− 1

3− 1

)
=

(
12

2

)
=

12 · 11
2

= 66.

Obliczamy |A1|. Te 10-kombinacje zawieraj¡ przynajmniej 4 elementy a. Aby
otrzyma¢ tak¡ 10-kombinacj¦ bierzemy 4 elementy a i dobieramy 6-kombinacj¦
multizbioru M. Liczba mo»liwo±ci wynosi

|A1| =
(
6 + 3− 1

3− 1

)
=

(
8

2

)
= 28.

Podobnie

|A2| =
(
5 + 3− 1

3− 1

)
=

(
7

2

)
= 21,

|A3| =
(
4 + 3− 1

3− 1

)
=

(
6

2

)
= 15,

|A1 ∩ A2| = 3, |A1 ∩ A3| = 1, |A2 ∩ A3| = 0, |A1 ∩ A2 ∩ A3| = 0.

Zatem

|A1 ∩ A2 ∩ A3| = 66− (28 + 21 + 15) + (3 + 1 + 0)− 0 = 6.
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2.2 Nieporz¡dki

Na przyj¦ciu 10 panów zostawiªo w szatni swoje kapelusze. Na ile sposobów
szatniarz mo»e im zwróci¢ kapelusze tak, »e »aden z panów nie dostanie swojego
kapelusza ? Ogólnie rozwa»amy zbiór X zªo»ony z n elementów ustawionych po
kolei (maj¡ przydzielone pozycje). Ile jest ustawie« zbioru X, w którym »aden
element nie znajduje si¦ na swoim miejscu ? Mo»emy przyj¡¢, »e

X = {1, 2, . . . , n},

i elementy s¡ ustawione po kolei.

1 2 3 . . . n.

Nieporz¡dkiem nazywamy ustawienie (permutacj¦) liczb postaci

i1i2 . . . ln

tak¡, »e i1 6= 1, i2 6= 2, . . . in 6= n. Tzn. »adna z liczb 1, 2, . . . , n nie pojawia si¦
na swojej naturalnej pozycji. Niech Dn oznacza liczb¦ wszystkich nieporz¡dków.
Mamy Dn ≤ n!, bo n! jest liczb¡ wszystkich permutacji. Mamy

D1 = 0, D2 = 1, D3 = 2.

Twierdzenie 5. Dla n ≥ 1

Dn = n!

(
1− 1

1!
+

1

2!
− 1

3!
+ . . .+ (−1)n 1

n!

)
.

Dowód. Niech S oznacza liczb¦ wszystkich permutacji zbioru {1, 2, . . . , n}. Dla
j = 1, 2, . . . , n symbol Pj oznacza wªasno±¢, »e w permutacji liczba j znajduje
si¦ na swojej naturalnej pozycji, czyli na miejscu j. Chcemy obliczy¢

|A1 ∩ A2 ∩ . . . ∩ An|.

Mamy
|Aj| = (n− 1)!,

bo ustawiamy j na pozycji j i obliczamy liczb¦ permutacji pozostaªych n−1 liczb
1, 2 . . . , j − 1, j + 1, . . . , n. Podobnie

|Ai ∩ Aj| = (n− 2)!,
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bo ustawiamy i oraz j na ich naturalnych pozycjach i obliczamy liczb¦ permutacji
pozostaªych n− 2 liczb. Ogólnie

|Ai1 ∩ Ai2 ∩ . . . ∩ Aik | = (n− k)!.

Zatem

|Dn| = |S| −
∑
i

|Ai|+
∑
i<j

|Ai ∩ Aj| − . . .+ (−1)n|A1 ∩ A2 ∩ . . . ∩ An|

= n!−
(
n

1

)
(n− 1)! +

(
n

2

)
(n− 2)! +

(
n

3

)
(n− 3)! + . . . (−1)n

(
n

n

)
0!

= n!− n!
1!

+
n!

2!
− n!

3!
+ . . .+(−1)nn!

n!
= n!

(
1− 1

1!
+

1

2!
− 1

3!
+ . . .+ (−1)n 1

n!

)
.

Liczby Dn speªniaj¡

Dn = (n− 1)(Dn−2 +Dn−1), n ≥ 3. (12)

To jest przykªad relacji rekurencyjnej. Maj¡c D1 = 0 i D2 = 1 mo»emy obliczy¢
D3 i nast¦pne warto±ci Dn.

D3 = 2(D1 +D2) = 2,

D4 = 3(D2 +D3) = 9,

D5 = 4(D3 +D4) = 44,

D6 = 5(D4 +D5) = 265.

Relacj¦ (12) mo»na wyprowadzi¢ z Twierdzenia 4. Mo»na te» poda¢ uzasadnienie
kombinatoryczne (zadanie).

Ze wzoru (12) po przeksztaªceniu otrzymamy

Dn − nDn−1 = −[Dn−1 − (n− 1)Dn−2]

Przyjmuj¡c oznaczenie En = Dn − nDn−1 mamy En = −En−1. Zatem

En = −En−1 = En−2 = −En−3 = . . . = (−1)n−2(D2 − 2D1) = (−1)n.

Otrzymali±my
Dn = nDn−1 + (−1)n.

12



3 Relacje rekurencyjne

Przykªadem relacji rekurencyjnej jest wzór (12). Inny prosty przykªad to

h(n) = 2h(n− 1), n ≥ 1, h(0) = 1,

którego rozwi¡zaniem jest h(n) = 2n. Równanie wi¡»¡ce h(n) z poprzednimi
wyrazami ci¡gu, prawdziwe dla wszystkich n nazywamy relacj¡ rekurencyjn¡.

3.1 Ci¡g Fibonacci'ego (1202)

Para królików »yje w odosobnieniu. Ka»dego miesi¡ca samica wydaje na ±wiat
now¡ par¦ królików przeciwnych pªci. Poczynaj¡c od uko«czenia drugiego mie-
si¡ca »ycia ka»da nowa para królików wydaje na ±wiat par¦ królików. Znale¹¢
liczb¦ par królików po n miesi¡cach.

Niech f(n) oznacza liczb¦ par na pocz¡tku n-tego miesi¡ca, czyli po n − 1
miesi¡cach. Wtedy

f(1) = 1, f(2) = 2, f(3) = f(2) + f(1) = 3.

Ogólnie
f(n) = f(n− 1) + f(n− 2), n ≥ 3,

bo f(n−1) oznacza ilo±¢ par na pocz¡tku poprzedniego n−1 miesi¡ca, a f(n−2)
liczb¦ par nowo narodzonych królików. Liczby f(n) nazywamy liczbami Fibo-

nacci'ego. Pocz¡tkowe warto±ci to

1, 2, 3, 5, 8, 13, . . .

Dla wygody okre±lmy warto±¢ f(0) = 1. Wtedy wzór rekurencyjny jest speªniony
równie» dla n = 2, bo f(2) = 2 = f(1) + f(0), czyli

f(n) = f(n− 1) + f(n− 2), n ≥ 2, (13)

f(0) = f(1) = 1.

Chcemy znale¹¢ wzór na f(n) pozwalaj¡cy obliczy¢ t¦ warto±¢ bezpo±rednio.
Zignorujmy warunki pocz¡tkowe i poszukajmy rozwi¡zania (13) w postaci f(n) =
qn. Wtedy

qn = qn−1 + qn−2.
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Po podzieleniu obu stron przez qn−2 i przeniesieniu wyrazów na lew¡ stron¦ otrzy-
mamy

q2 − q − 1 = 0.

Równanie ma dwa rozwi¡zania

q1 =
1 +
√
5

2
, q2 =

1−
√
5

2
.

To oznacza, »e ci¡gi

f(n) =

(
1 +
√
5

2

)n

, f(n) =

(
1−
√
5

2

)n

s¡ rozwi¡zaniami równania (13). St¡d równie» ka»dy ci¡g postaci

f(n) = c1

(
1 +
√
5

2

)n

+ c2

(
1−
√
5

2

)n

jest rozwi¡zaniem tego równania, bo równanie jest liniowe. Spróbujmy dobra¢
wspóªczynniki c1 i c2 tak, aby speªnione byªy warunki pocz¡tkowe

f(0 = 1, f(1) = 1.

Otrzymujemy ukªad dwu równa«

c1 + c2 = 1,

c1
1 +
√
5

2
+ c2

1−
√
5

2
= 1.

Zatem

c1 =
1√
5

1 +
√
5

2
, c2 = −

1√
5

1−
√
5

2
.

Twierdzenie 6. Liczby Fibonacci'ego wyra»aj¡ si¦ wzorem

f(n) =
1√
5

(
1 +
√
5

2

)n+1

− 1√
5

(
1−
√
5

2

)n+1

.
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Mogliby±my rozwa»y¢ inne warunki pocz¡tkowe f(0) = a, f(1) = b i te»
znale¹liby±my c1 i c2, bo wyznacznik gªówny ukªadu równa«

c1 + c2 = a,

c1
1 +
√
5

2
+ c2

1−
√
5

2
= b

wynosi ∣∣∣∣∣∣
1 1

1 +
√
5

2

1−
√
5

2

∣∣∣∣∣∣ = −√5 6= 0.

3.2 Liniowe relacje rekurencyjne ze staªymi wspóªczynni-
kami

Chodzi o relacje typu

f(n) = a1f(n− 1) + a2f(n− 2) + . . .+ akf(n− k), n ≥ k,

gdzie a1, a2, . . . , ak s¡ staªymi wspóªczynnikami. Warto±¢ f(n) jest wyznaczona
przez warto±ci poprzednich k wyrazów ci¡gu. Mówimy, »e relacja ma rz¡d k, o
ile ak 6= 0, bo inaczej redukuje si¦ do relacji ni»szego rz¦du. Relacja jest liniowa,
bo warto±ci ci¡gu pojawiaj¡ si¦ w pierwszej pot¦dze. Relacja jest jednorodna,
bo nie ma wyrazów wolnych. (13) jest przykªadem takiej relacji rz¦du 2. Z kolei
relacja

f(n) = 3f(n− 1)2 + f(n− 2), n ≥ 2

nie jest liniowa a relacja

f(n) = (n+ 2)f(n− 1) + 2f(n− 2)

nie ma staªych wspóªczynników.

Twierdzenie 7. Rozwa»my relacj¦ rz¦du 2

f(n) = a1f(n− 1) + a2f(n− 2), n ≥ 2, (14)

gdzie a2 6= 0. Je±li pierwiastki q1 i q2 równania

x2 − a1x− a2 = 0 (15)

s¡ ró»ne, to rozwi¡zanie ma posta¢

f(n) = c1q
n
1 + c2q

n
2 .
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Uwaga. Dopuszczamy, »e równanie (14) ma wyró»nik ujemny. Wtedy rów-
nanie kwadratowe nie ma pierwiastków rzeczywistych. U»yjemy tych samych
wzorów pomimo, »e liczby q1 i q2 nie s¡ rzeczywiste.

Rozwa»my relacj¦ rekurencyjn¡

f(n) = 2f(n− 1)− 2f(n− 2).

Wtedy (14) ma posta¢
x2 − 2x+ 2 = 0.

Zatem
q1 = 1 + i, q2 = 1− i

oraz
f(n) = c1(1 + i)n + c2(1− i)n.

Niech f(0) = 2 i f(1) = 4. Wtedy c1 = 1− i i c2 = 1 + i. Ostatecznie

f(n) = (1− i)(1 + i)n + (1 + i)(1− i)n = 2(1 + i)n−1 + 2(1− i)n−1.

Rozwi¡zanie jawne równania rekurencyjnego wymagaªo u»ycia liczb zespolo-
nych mimo, »e liczby f(n) s¡ caªkowite. Podobnie rozwi¡zanie jawne równania
Fibonacci'ego wymagaªo u»ycia liczb niewymiernych mimo, »e warto±ci f(n) s¡
liczbami naturalnymi.

3.3 Dowód Twierdzenia 6

Dowód. Wiemy ju», »e f(n) = c1q
n
1 + c2q

n
2 jest rozwi¡zaniem równania (14).

Chcemy pokaza¢, »e ka»de rozwi¡zanie (14) ma tak¡ posta¢. Niech f(n) b¦dzie
rozwi¡zaniem (14). Warto±ci f(n) s¡ wyznaczone przez f(0) i f(1). Chcemy
pokaza¢, »e dla pewnych wspóªczynników c1 i c2 mamy

f(n) = c1q
n
1 + c2q

n
2 .

Obie strony speªniaj¡ (14). Je±li obie strony b¦d¡ równe dla n = 0 i n = 1, to
b¦d¡ równe dla pozostaªych warto±ci, czyli dla n ≥ 2. Dowód b¦dzie zako«czony,
je±li znajdziemy rozwi¡zanie c1 i c2 ukªadu równa«

c1 + c2 = f(0),

c1q1 + c2q2 = f(1).
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Wyznacznik gªówny ukªadu to

1 1
q1 q2

= q2 − q1 6= 0.

Zatem ukªad ma jednoznaczne rozwi¡zanie

c1 =
f(0)q2 − f(1)

q2 − q1
, c2 =

f(1)− f(0)q1
q2 − q1

.

Co zrobi¢, gdy równanie (15) ma podwójny pierwiastek q? Tzn. q =
a1
2

oraz

a2 = −q2. W tym przypadku rozwi¡zanie ogólne ma posta¢

f(n) = c1q
n + c2nq

n.

Rzeczywi±cie, wiemy, »e f(n) = qn jest rozwi¡zaniem (15). Sprawdzamy f(n) = nqn.

a1f(n− 1) + a2f(n− 2) = a1(n− 1)qn−1 + a2(n− 2)qn−2

2(n− 1)qn − (n− 2)qn = nqn.

3.4 Niejednorodne relacje rekurencyjne

Przykªad

f(n) = 3f(n− 1)− 4n, f(0) = 2. (16)

Zauwa»my, »e je±li dwa ci¡gi f1(n) i f2(n) speªniaj¡ relacj¦ (z wyª¡czeniem wa-
runku pocz¡tkowego), tzn.

f1(n) = 3f1(n− 1)− 4n,

f2(n) = 3f2(n− 1)− 4n,

to odejmuj¡c stronami otrzymamy, »e to ci¡g f(n) = f1(n)− f2(n) speªnia

f(n) = 3f(n− 1).

W zwi¡zku z tym najpierw rozwi¡zujemy relacj¦ jednorodn¡ f(n) = 3f(n − 1).
Otrzymujemy f(n) = c 3n. Nast¦pnie szukamy jakiegokolwiek (tzw. szczególnego)
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rozwi¡zania równania oryginalnego. Jego forma zale»y od postaci skªadnika po-
woduj¡cego niejednorodno±¢. Przyjmijmy f(n) = pn + q. Dobierzemy warto±ci
parametrów p i q tak, aby speªniona byªa zale»no±¢ rekurencyjna.

pn+ q = 3[p(n− 1) + q]− 4n

pn+ q = (3p− 4)n+ (3q − 3p).

St¡d
3p− 4 = p, q = 3q − 3p.

Czyli p = 2 i q = 3. Zatem f(n) = 2n + 3 jest rozwi¡zaniem równania niejedno-
rodnego.

Nast¦pnie szukamy rozwi¡zania równania z uwzgl¦dnieniem warunku pocz¡t-
kowego w postaci

f(n) = c 3n + 2n+ 3.

Dobieramy c tak, aby f(0) = 2, czyli c = −1. Ostatecznie

f(n) = 2n+ 3− 3n.

Zadanie: Wykaza¢, »e je±li ci¡gi f1(n) i f2(n) speªniaj¡ relacj¦ (16) to ci¡g
r(n) = f1(n)− f2(n) speªnia relacj¦ jednorodn¡, tzn.

r(n) = 3r(n− 1).

Wie»a w Hanoi. Mamy trzy paliki i n ró»nych dysków uªo»onych wedªug roz-
miaru od najwi¦kszego do najmniejszego na jednym z palików. Chcemy przenie±¢
dyski na inny palik, ale nie wolno poªo»y¢ wi¦kszego dysku na mniejszym. Ile
ruchów trzeba wykona¢ ?

Niech h(n) oznacza liczb¦ ruchów. Mamy

h(0) = 0, h(1) = 1, h(2) = 3.

Spróbujemy znale¹¢ zale»no±¢ rekurencyjn¡. Aby przenie±¢ n dysków trzeba prze-
nie±¢ n − 1 dysków na jeden z palików, nast¦pnie przenie±¢ najwi¦kszy dysk na
wolny palik i znowu przenie±¢ n− 1 dysków . Zatem

h(n) = 2h(n− 1) + 1, n ≥ 1.

h(n) = c 2n jest rozwi¡zaniem równania jednorodnego. f(n) = −1 jest rozwi¡za-
niem szczególnym. Ostatecznie

h(n) = c 2n − 1 = 2n − 1

jest rozwi¡zaniem relacji rekurencyjnej.
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3.5 Liczby Catalana

Rozwa»amy n liczb a1, a2, . . . , an. Na ile sposobów mo»na je wymno»y¢ ? (ko-
lejno±¢ czynników jest istotna). Niech f(n) oznacza liczb¦ wszystkich wymno»e«.
Mamy f(1) = 1, f(2) = 2 (a1a2, a2a1 ). Dalej h(3) = 12, bo

a1(a2a3), (a2a3)a1

s¡ dwoma sposobami wymno»enia. Zamieniaj¡c rolami 1, 2 i 3 otrzymamy 2×6 =
12 sposobów wymno»enia.

Pomno»enie a1, a2, . . . , an wymaga n − 1 mno»e« dwu liczb. Rozwa»my
h(n−1) iloczynów dla liczb a1, a2, . . . , an−1.W ka»dym iloczynie wyst¦puje n−2
mno»e«. Mo»emy doª¡czy¢ czynnik an na jeden z trzech sposobów:

(1) pomno»y¢ przez an po ka»dej stronie ka»dego z dwu czynników w n − 2
mno»eniach;

(2) pomno»y¢ przez an na ko«cu;

(3) pomno»y¢ przez an ma pocz¡tku

Zatem

f(n) = 2(2n− 3)2(2n− 5) . . . 2(3)2f(1) = 2n−11 · 3 · 5 · . . . · (2n− 3)

2n−1
(2n− 2)!

2 · 4 · 6 · . . . · (2n− 2)
= 2n−1

(2n− 2)!

2n−1(n− 1)!
=

(2n− 2)!

(n− 1)!
.

Zaªó»my, »e w tworzeniu iloczynu porz¡dek a1, a2, . . . , an musi by¢ zachowany.
Tzn. iloczyn a1(a2a3) jest dopuszczalny, ale (a1a3)a2 nie jest dozwolony. Niech
g(n) oznacza liczb¦ iloczynów, gdy porz¡dek czynników ma by¢ zachowany. Za-
tem

g(n) =
1

n!
f(n)

czyli

g(n) =
1

n

(
2n− 2

n− 1

)
. (17)

Okazuje si¦, »e liczby g(n) speªniaj¡ wzór rekurencyjny znacznie bardziej
skomplikowany od poznanych wcze±niej. W iloczynie a1, a2, . . . , an w podanej ko-
lejno±ci jest ostatnie mno»enie do wykonania pomi¦dzy iloczynem a1, a2, . . . , ak
oraz iloczynem ak+1, ak+2, . . . , an. Np. w iloczynie

(a1(a2a3))× ((a4a5)(a6a7))
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ostatnie mno»enie jest zaznaczone krzy»ykiem. Poniewa» ka»dy z g(k) iloczynów
liczb a1, a2, . . . , ak mo»e by¢ pomno»ony przez ka»dy z g(n− k) iloczynów liczb
ak+1, ak+2, . . . , an, to

g(n) = g(1)g(n− 1) + g(2)g(n− 2) + . . .+ g(n− 2)g(2) + g(n− 1)g(1),

przy czym g(1) = 1.
Liczby Catalana pojawiaj¡ si¦ przy wielu zagadnieniach kombinatorycznych.

Np. gdy chcemy znale¹¢ liczb¦ dróg ª¡cz¡cych punkt (0, 0) z (n.n) zªo»on¡ z
2n kroków dªugo±ci 1 wykonywanych w prawo lub w gór¦ znajduj¡cych si¦ w
obszarze y < x, z wyj¡tkiem dwu punktów ko«cowych.

Liczb¦ dróg od (0, 0) do (n, n) opisanych wy»ej mo»na obliczy¢ posªuguj¡c
si¦ trikiem z zastosowaniem symetrii. Zauwa»my, »e pierwszy krok musi by¢
wykonany w prawo do punktu (1, 0), a ostatni do góry od punktu (n, n− 1). Ten
fragment drogi le»y w y < x i skªada si¦ z 2n − 2 kroków. Obliczamy najpierw
liczb¦ wszystkich dróg od (1, 0) do (n, n− 1). Takich dróg jest(

2n− 2

n− 1

)
.

Teraz obliczymy liczb¦ dróg od (1, 0) do (n, n− 1), wykraczaj¡cych poza obszar
y < x. Ka»da taka droga musi dotkn¡¢ linii y = x w pewnym punkcie (k, k), gdzie
1 ≤ k ≤ n − 1. Rozwa»amy pierwszy taki punkt. Przeksztaªcamy przez syme-
tri¦ wzgl¦dem prostej y = x pocz¡tkow¡ cz¦±¢ drogi do tego punktu dotkni¦cia.
Otrzymamy drog¦ ª¡cz¡c¡ punkt (0, 1) z punktem (n, n− 1) zªo»on¡ z n kroków
w prawo i n− 2 w gór¦. Takich dróg jest(

2n− 2

n

)
.

Odwrotnie, ka»dej drodze od (0, 1) do (n, n − 1) odpowiada (poprzez opisan¡
wcze±niej symetri¦) droga ª¡cz¡ca (1, 0) z (n, n − 1), dotykaj¡ca linii y = x.
Zatem liczba dróg, o które nam chodzi to(

2n− 2

n− 1

)
−
(
2n− 2

n

)
=

1

n

(
2n− 2

n− 1

)
.
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4 Dodatek

Komentarz do zadania 36. Ci¡g an ma posta¢

an =

√√√√
6 +

√
6 +

√
6 + . . .+

√
6 +
√
6,

gdzie wyst¦puje n szóstek. Rozwa»my wyra»enie

g(x) =

√√√√
6 +

√
6 +

√
6 + . . .+

√
6 +
√
x,

gdzie w miejsce ostatniej szóstki wpisana jest zmienna x. Wyra»enie g(x) ro±nie
wraz ze wzrostem x. Mamy

g(0) = an−1, g(6) = an, g(9) = 3.

Zatem
an−1 < an < 3.

Badanie tempa zbie»no±ci do granicy. Rozwa»my ci¡g an speªniaj¡cy wzór
rekurencyjny postaci

an+1 = f(an), n ≥ 1

dla pewnej funkcji ci¡gªej i ró»niczkowalnej f(x). Np. f(x) =
√
6 + x. Je±li ten

ci¡g jest zbie»ny, np. do liczby a, to

a = f(a).

Przy badaniu zbie»no±ci naturalnymi kandydatami na granic¦ s¡ wi¦c tzw. punkty
staªe funkcji f(x). Jak zbada¢, czy faktycznie ci¡g an jest zbie»ny do jakiego±
punktu staªego a ? Je±li an = a, to an+1 = a, itd. czyli ci¡g jest staªy. Zaªó»my,
»e an 6= a. Wtedy analizujemy ró»nic¦ an − a.

an+1 − a = f(an)− f(a) =
f(an)− f(a)

an − a
(an − a) = f ′(ξn)(an − a).

W ostatniej równo±ci skorzystali±my z twierdzenia Lagrange'a, które mówi, »e
iloraz ró»nicowy jest równy pochodnej w pewnym punkcie po±rednim ξn, czyli
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le»¡cym pomi¦dzy an i a. Je±li |f ′(ξn)| < 1, to |an+1−a| ≤ |an−a|. Je±li dodatkowo
pochodna funkcji f ′ jest ograniczona przez liczb¦ c < 1, to

|an+1 − a| ≤ c|an − a|,

zatem
|an − a| ≤ cn−1|a1 − a|, (18)

czyli an → a.
W przypadku f(x) =

√
6 + x jedynym punktem staªym jest a = 3. Funkcja

f(x) jest rosn¡ca, wi¦c je±li x < 3, to f(x) < f(3) = 3. Przyjmuj¡c a1 =
√
6 < 3

otrzymujemy
a2 = f(a1) < f(3) = 3.

Dalej
a3 = f(a2) < f3) < 3,

itd., tzn. an < 3. Ponadto, poniewa» a0 < a1, to z monotoniczno±ci

a2 = f(a1) < f(a0) = a1,

Dalej
a3 = f(a2) < f(a1) = a2,

itd., tzn. an < an−1. Dla x ≥ a1 =
√
6 mamy

f ′(x) =
1

2
√
6 + x

≤ 1

2
√
6 +
√
6
<

1

2
√
8
=

1

25/2
.

St¡d na podstawie (17) otrzymujemy

0 < 3− an ≤
1

25n/2
(3− a1) =

3−
√
6

25n/2
.

Je±li zmienimy warunek pocz¡tkowy na a1 > 3, np. a1 = 4, to podobnie
jak poprzednio mo»na uzasadni¢, »e an > 3 oraz, »e ci¡g an jest ±ci±le malej¡cy.
Ponadto dla x ≥ 3 mamy

f ′(x) =
1

2
√
6 + x

≤ 1

6
.

Zatem z (17) otrzymamy

0 < an − 3 ≤ 1

6n−1
(a1 − 3) =

1

6n−1
.
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