Warsztaty z kombinatoryki

Lubachow, 30 listopada-2 grudnia 2018

1  Wspoélczynniki dwumianowe Newtona

(5) = o »

n
maja wiele ciekawych wtasnosci. Wiemy, ze wielkos¢ ( k;) oznacza liczbe k-

Liczby

elementowych podzbioréw zbioru n-elementowego.

e Ile wynosi (n) ?
0
n n
DI = ?
e Dlaczego (k) (n B k)
o Ktora z liczh | , " e " jest najwieksza ?
0 1 n

Twierdzenie 1 (Wzor Pascala). Dia 1 <k <n—1 mamy

n\ (n-—1 n n—1
k) O\ k k—1)
Dowdd. Niech S bedzie zbiorem o n elementach. Wyrézniamy jeden element

zbioru S. Np. S moze sklada¢ sie z n — 1 bialych kul i jednej czarnej. Aby
wybra¢ k£ kul mozemy:

-1
(a) Wybra¢ k biatych kul na (n L ) Sposobow,



—1
b) Wziac¢ czarng kule i dobraé¢ k£ — 1 biatych kul na " sposobow.
( a a kule

() (o)

mozliwosci. O

Zatem mamy razem

n
Liczby (k) mozemy zapisa¢ w trojkatnej tabeli.

n | @)L G E)O]E]E)

0 1

1 1 1

2 1 2 1

3 1 3 3 1

4 1 4 6 4 1

5 1 5 10 ] 10 | 5 1

6 1 6 | 15|20 | 15| 6 1
Twierdzenie 2

(- C1)-(3) ()01
O 06
()G - (3

L CT ) ()
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Twierdzenie 3 (dwumianowe Newtona).
(x+y)" = 2"+ (T) "y + <T2L) e T RS (n ﬁ 1) oyt + ", (2)

(z+1)" = xu(T)xn—1+(g>xn—2+...+(nﬁl)xﬂ. (3)

1.1 Tozsamosci

(a)

()=5(i21) wze=n ()

Mozna wzor wyprowadzi¢ na podstawie (1). Mozna rowniez uzasadni¢ wzor
podajac interpretacje kombinatoryczng réwnosci

n n—1
() =r(i0)
Jak to zrobi¢ 7 (zadanie)

(o) + () =+ () ==

Wystarczy we wzorze (2) podstawié¢ z = y = 1. Mozna tez poda¢ interpre-
tacje kombinatoryczng. (zadanie)

Podstawmy x = 11y = 2 do wzoru (2). Wtedy

(g) i @H (g>22+...+ (Z)znzgn.

Poda¢ kombinatoryczne wyjasnienie rownosci. (zadanie)
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(e)

(6) () ()= rarC) o

We wzorze (2) podstawi¢ x = 1, y = —1. Przenoszac wyrazy ze znakiem
minus na prawg strone otrzymamy

B @)@ o

tzn. liczba podzbioréw z parzysta liczba elementéw jest réwna liczbie pod-
zbioréw 7z nieparzysta liczbg elementéw. Nietrudno to wyjasni¢ kombinato-
rycznie, jedli liczba n jest nieparzysta. Rzeczywiscie, niech zbior S sklada
sie z n elementéw. Kazdemu podzbiorowi A z parzysta liczba elementow
odpowiada dopelnienie S\ A, z nieparzysta liczba elementow.

Jak wyjasni¢ kombinatorycznie wzor (5), gdy liczba n jest parzysta ? (za-

danie)
1(7;) +2(Z)+...+n(z> =n2" 1, (6)

Przy wyprowadzeniu wzoru mozemy skorzystac¢ z (4). Wtedy lewa strona
jest rOwna

1) +ea () +eE (e ) i (0D
[0 ) () e G e

Znalez¢ kombinatoryczne uzasadnienie wzoru (6). (zadanie)

Wyprowadzi¢ wzor (zadanie)

12 (T) + 22 (Z) +o+n? (Z) — 2" pn(n—1)22 (7)



Wyjasnienie 1: zbior S ztozony z 2n elementéw dzielimy na dwa podzbiory
A'i B ztozone z n elementow. Kazdy n-elementowy podzbioér zbioru S za-
wiera pewna liczbe k elementéw ze zbioru A i n — k elementéow ze zbioru

B. Liczba k-elementowych podzbioréw A wynosi <Z>, a liczba (n — k)-

elementowych podzbioréw zbioru B wynosi ( " k) = (Z) Przy ustalo-
n —_—

2
nej wartosci k mamy zatem ) mozliwosci do wyboru. Poprzez dodanie

wszystkich mozliwoséci otrzymamy wzor (8).

Wyjasnienie 2:
(z+1D"(x+1)" = (1+2)™

2n
Wspoélezynnik przy z" po prawej stronie wzoru wynosi ( ) Obliczymy
n

ten wspotczynnik po lewej stronie.

iy = [()es (e (e (1)) ()]

AR Qe G () )

G)C) (GGG 00
) )G e ()

Wiele ciekawych wzoréw mozna otrzymac poprzez przeliczenie obiektéw na dwa
rozne sposoby.

2 Zasada wlaczania i wylaczania

Zasada shuzy do zliczania obiektéw w sposob posredni. Jesli A jest podzbiorem
zbioru S, to liczba obiektow w zbiorze A jest rowna liczba obiektéow w zbiorze S



minus liczba obiektow spoza podzbioru A. Jesli |A| oznacza liczbe obiektow w A
oraz. A oznacza dopehienie zbioru A w S, tzn. A= 5\ A4, to

Al = |S] - |A].

Niech S bedzie zbiorem obiektéw, a P; i P, dwiema wtlasnosciami, jakie obiekty
w S moga spelnia¢ lub nie spetnia¢. Oznaczmy symbolami A; i A; te obiekty,
ktore maja wlasnoéé Py, P, odpowiednio. Checemy znalez¢ liczbe obiektow, ktore
nie spetniajg wlasnosci P; ani P,. Tzn. chodzi o obliczenie |Zl N Z2|.

[Ar N Az| = [S] = [Ax] = [Ag] + A1 N Ay, (9)

Wzor (9) uzasadnimy nastepujaco: pokazemy, ze element z, ktory nie spetnia P i
P, ma wktad 1 po prawej stronie ro6wnosci, a element, ktory spelnia P; lub P, ma
wktad 0. Jesli x nie spetnia ani P, ani P,, to taki element lezy w S, ale nie lezy
w zadnym ze zbioréw Ay, Ay, A; N As. Stad jego wktad wynosi 1. Jesli x spelnia
tylko jedna z wtasnosci, np. Pp, to jego wklad w prawa strone wzoru wynosi

1-1-0+4+0=0.
Jesli x spetnia tylko P, to wktad wynosi

1-0-14+0=0.
Jesli x spelia P, i P, to wktad wynosi

1-1-1+4+1=0.

Ogolnie, zalozmy, ze mamy m wlasnosci Py, P, ..., P, ktore elementy zbioru
S moga spelia¢ lub nie spelia¢. Oznaczmy symbolem A; zbiér elementow w S,
ktore maja wlasnosé P;.

Twierdzenie 4 (zasada wlaczania i wylaczania). Liczba elementéw w S, ktore
nie spetniajqg zZadnej wtasnosci Py, P, ..., P, wynosi

[ANAyn . N AR =S| =D A+ ) AN Ay
i i<j
=) JANAN A+ (—D)"A e NN Ayl (10)

i<j<k



Dla m = 3 i m = 4 wzory maja posta¢

|[Ay N Ay N As| = |S] — (JA1] + |Az] + |As])
+ (|JAy N Ag| + |A1 N Ag| 4+ [Aa N Ag]) — |41 N A N Azl

|A; N Ay N Az N Ay = |S| — (|A1] + |As] + |A3] + |A4])
+ ([ A1 N Ag| + +([A1 N As| 4+ [A1 N Ao + |A2 N As| + [A2 N Ay + [A5 N Ay)
—(JAiTNAsNAs| + AT NA N A+ AT N A3 N Ay + [As N A3 N Ayl)
+ A1 N Ay N Az N Ayl

Ile sktadnikow powinno by¢ po prawej stronie wzoru (10) ? Tyle ile wszystkich
podzbioréw zbioru m-elementowego, czyli 2™. Tlos¢ sktadnikéw po prawej stronie

Wynosi
m m m
1+ + + ...+ =2,
1 2 m

Dla m = 4 powinno by¢ 16 sktadnikow.

Dowdd. Przeprowadzimy podobne rozumowanie jak w przypadku m = 2. Roz-
wazmy obiekt, ktory nie spetnia zadnej z wlasnosci Py, P, ..., P,,. Jego wktad w
prawa strone wzoru (10) wynosi

1—-0+0—-04...+(-1)"0=1.
Rozwazmy teraz obiekt x, ktory spelnia doktadnie n > 1 wtlasnosci sposrod

P, P, ..., P,, gdzie n < m. Wkiad w lewa strone wzoru wynosi 0. Jego wktad
n

il E A; i n. Z kolei wklad E A;N A i :

w |S| wynosi 1, w : |A;| wynosi n olei wktad w | ;| wynosi (2>

i<j
bo na tyle sposobéw mozemy wybraé¢ pare wlasnosci jakie x spetnia. Wktad y w

n
Z |A; N A; N Ay| wynosi 5 ) itd. Zatem wktad x po prawej stronie wzoru

()= () + () cn(?) =0

(10) wynosi



Whiosek 1. Liczba obiektéw w S, ktore spetniajg przynajmniej jedng z wtasnosci
P, P, ... P, wynos:

AT U Ay U A =D A=) AnAjl+ ) AN AN Ay
i 1<J 1<j<k
+ .o+ (=D)AL NN N A

Dowdd.

Wystarczy teraz zastosowaé¢ Twierdzenie 3. O

Przyktlad. lle jest liczb naturalnych od 1 do 1000 niepodzielnych przez 5, 61 8
? Niech P, P> i P35 oznaczaja wtasnosci podzielnosci przez 5, 6 1 8. Wtedy

1000

|Ay| = {TJ = 200, |Ay| = LI%@J = 166, |As| = L%J = 125,
1000

A Al = | S0 | =33, 1410 Adl = |22 = 25, 40 Al = |12 = a1,

1
A1 N Ay N Ay| = { OOOJ

120

|A; N Ay N As| = 1000 — (200 + 166 + 125) + (33 4 25 + 41) — 8 = 600.

2.1 Kombinacje multizbioréw

Multizbior jest podobny do zbioru, ale jego elementy nie muszg by¢ roézne. Np.
multizbior

M =A{a,a,a,b, ccddd d}

ma 10 elementéw: 3-a, 1-b, 2-ci4-d. Bedziemy stosowaé zapis
M={3-a,1-b,2-¢,4-d}.

Liczby 3, 1, 2 i 4 sa liczbami powtoérzen elementéw multizbioru M. Mozna ele-
menty a, b i c traktowa¢ jak rézne rodzaje owocoOw: jabtka, gruszki i brzoskwinie.
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Zbior jest multizbiorem, w ktorym liczby powtorzen s réwne 1. Dopuszczamy
multizbiory z nieskonczona liczbg powtorzen, np.

M={c0-a,2-b,00-c,4-d}.

Wyboér r elementéw multizbioru (nieuporzadkowany) nazywamy r-kombinacja.
Latwo obliczy¢ liczbe r-kombinacji multizbioru

M ={ny-ay, ng-ag,...,ng-ar}, r<ng+mns+...+ng,
jesli
(a) ny =ng=...=ng =1, tzn M jest zbiorem,
(b) ny =ng=...=ny =r (lub 00).

k
W przypadku (a) otrzymujemy ( ) W przypadku (b) zagadnienie sprowadza
T

sie do liczby rozwigzan réwnania
ml—i—mg—i—...—i—mk:r, (11)

gdzie my, ma, ..., my s3 nieujemnymi liczbami catkowitymi. Aby znalezé liczbe
rozwiagzan, rozwazmy 1 biatych kul utozonych wzdtuz poziomej linii. Doktadajac
k — 1 biatych kul otrzymamy w sumie r + k£ — 1 elementéw. Z otrzymanego
zbioru wybierzmy k — 1 kul i przemalujmy je na czarno. W ten sposéb pozostate
r bialych kul zostalo podzielonych na k£ grup. Niektore z tych grup moga byé
puste, jesli dwie czarne kule sasiaduja ze soba. Niech ny, no,..., ny oznacza
liczby bialych kul w grupach. Tzn. n; oznacza liczbe biatych kul na lewo od
pierwszej czarnej, ny liczbe biatych kul pomiedzy pierwsza i druga czarna kula,
itd., wreszcie ny oznacza liczbe bialych kul na prawo od ostatniej (k—1)-ej czarnej
kuli. To oznacza, ze liczba rozwigzan réwnania (11) wynosi

(E-0)

Przypadek, gdy ktoras z liczb powtorzen ny, no, ..., ng jest mniejsza niz r jest
trudniejszy. Np. gdy n; < r r-kombinacja nie moze sktadac sie tylko z elementow
typu a;.

Przyktad. Obliczy¢ liczbe 10-kombinacji multizbioru
B={3-a,4-b,5-c}.

9



Zastosujemy zasade wlaczania i wylgczania rodziny S wszystkich 10-kombinacji
multizbioru
M ={x"-a,00-b, 00-c}

przy czym
e P oznacza, ze 10-kombinacja zawiera przynajmniej 4 elementy a.
e P, oznacza, ze 10-kombinacja zawiera przynajmniej 5 elementow b.
e P; oznacza, ze 10-kombinacja zawiera przynajmniej 6 elementow c.

Liczba 10-kombinacji multzibioru B jest rowna liczbie 10-kombinacji multizbioru
M, ktore nie spetniaja wlasnosci Py, P, ani P3;. Chodzi o liczbe

|[A1 N Ay N As| =15 = (JAi] + |A2] + |As])
+ (|41 M Ag| + [A; N Az| 4+ [As N Ag|) — [A; N Ay N Agl.

10+3—1 12\  12-11
\SI—( 51 )—(2)——2 = 66.

Obliczamy |A;|. Te 10-kombinacje zawieraja przynajmniej 4 elementy a. Aby
otrzyma¢ taka 10-kombinacje bierzemy 4 elementy a i dobieramy 6-kombinacje
multizbioru M. Liczba mozliwos$ci wynosi

6+3—1 8
()0

Ay = (5+3—1) _ (7) o1,
3—1 2
4+3—-1 6

A = = :1

|AiN Ay =3, [AiNAsl=1, [A2NA3]=0, [AiNANA=0.

Mamy

Podobnie

Zatem

Ay N Ay N A3 =66 — (28 4+21+15) +(3+1+0)—0=6.
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2.2 Nieporzadki

Na przyjeciu 10 pandéw zostawito w szatni swoje kapelusze. Na ile sposobow
szatniarz moze im zwroci¢ kapelusze tak, ze zaden z panoéw nie dostanie swojego
kapelusza ? Ogo6lnie rozwazamy zbior X zlozony z n elementow ustawionych po
kolei (maja przydzielone pozycje). Ile jest ustawien zbioru X, w ktorym zaden
element nie znajduje sie na swoim miejscu 7 Mozemy przyjaé, ze

X =A12,...,n},

i elementy sa ustawione po kolei.

123...n.
Nieporzadkiem nazywamy ustawienie (permutacje) liczb postaci

1109 ... Iy
taka, ze iy # 1,09 # 2, ... i, # n. Tzn. zadna z liczb 1, 2,..., n nie pojawia sie
na swojej naturalnej pozycji. Niech D,, oznacza liczbe wszystkich nieporzadkow.
Mamy D,, < n!, bo n! jest liczba wszystkich permutacji. Mamy

D=0, Dy=1, D3=2.

Twierdzenie 5. Dian >1

1 1 1 1
Dn:n!(l———i—————i—...—l—(—l)” )

12 3l n!
Dowdd. Niech S oznacza liczbe wszystkich permutacji zbioru {1, 2, ..., n}. Dla
Jj=1,2,..., nsymbol P; oznacza wlasnos¢, ze w permutacji liczba j znajduje

sie na swojej naturalnej pozycji, czyli na miejscu j. Chcemy obliczy¢
|AiNAyn...NA,

Mamy
[Ajl = (n = 1),

bo ustawiamy j na pozycji j i obliczamy liczbe permutacji pozostatych n—1 liczb
1,2...,7—1,54+1,..., n. Podobnie

11



bo ustawiamy ¢ oraz j na ich naturalnych pozycjach i obliczamy liczbe permutacji
pozostatych n — 2 liczb. Ogdlnie

Zatem

Do = 1SI =D 1Al +> AN Al — .+ ()" A N AN .. N A,

i<j

:n'—%‘ Z—:—g—;+...—|—(—1)”2—§:n!<1—%+%—%+ +(—1)”%)
O
Liczby D, spelniaja
D, =(n—1)(Dp—2+ Dy_1), n > 3. (12)

To jest przyktad relacji rekurencyjnej. Majac D; = 01 Dy = 1 mozemy obliczy¢
D3 i nastepne wartosci D,,.

D3 = 2(Dy+ Dy) =2
Dy = 3(Dy+ Ds) =9,
Ds = 4( ) =4
Dg = 5(Dy+ Dj) =2

Relacje (12) mozna wyprowadzi¢ z Twierdzenia 4. Mozna tez poda¢ uzasadnienie
kombinatoryczne (zadanie).
Ze wzoru (12) po przeksztalceniu otrzymamy

Dn — nDn_l = _[Dn—l — (n — 1)Dn_2]

Przyjmujac oznaczenie E,, = D, —nD,_1 mamy F, = —FE, ;. Zatem
E,=-E,1=E, y=-E, 3=...=(-1)"?(Dy—2D;) = (—1)".
Otrzymalismy

Dn = nDn_l + (—1)”’
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3 Relacje rekurencyjne
Przyktadem relacji rekurencyjnej jest wzor (12). Inny prosty przyktad to
h(n) =2h(n—1), n>1, h(0)=1,

ktorego rozwiazaniem jest h(n) = 2". Réwnanie wiazace h(n) z poprzednimi
wyrazami ciggu, prawdziwe dla wszystkich n nazywamy relacjg rekurencyjing.

3.1 Ciag Fibonacci’ego (1202)

Para krolikow zyje w odosobnieniu. Kazdego miesigca samica wydaje na Swiat
nowa pare krolikow przeciwnych plci. Poczynajac od ukonczenia drugiego mie-
siagca zycia kazda nowa para krolikow wydaje na $wiat pare krolikow. Znalezé
liczbe par krolikow po n miesigcach.

Niech f(n) oznacza liczbe par na poczatku n-tego miesiaca, czyli po n — 1
miesiacach. Wtedy

f =1 f@2)=2 [f@)=[f2)+fQ1)=3.
Ogolnie
fn)=fln=1)+f(n-2), n=x=3,

bo f(n—1) oznacza ilo$¢ par na poczatku poprzedniego n— 1 miesiaca, a f(n—2)
liczbe par nowo narodzonych krélikow. Liczby f(n) nazywamy liczbami Fibo-
nacct’ego. Poczatkowe wartosci to

1,2,3,5,8,13, ...

Dla wygody okreslmy wartos¢ f(0) = 1. Wtedy wzor rekurencyjny jest spelniony
rowniez dla n = 2, bo f(2) =2 = f(1) + f(0), czyli

fln=1)+f(n—2), n>2, (13)
f(0)=f(1) =1
Chcemy znalez¢ wzoér na f(n) pozwalajacy obliczyé te wartos¢ bezposrednio.

Zignorujmy warunki poczatkowe i poszukajmy rozwiazania (13) w postaci f(n) =
q". Wtedy

~

—
3

S~—
Il

n—2

qn _ qn—l 4 q

13



Po podzieleniu obu stron przez ¢" 2 i przeniesieniu wyrazéw na lewa strone otrzy-
mamy
¢ —q—1=0.

Roéwnanie ma dwa rozwiazania

14+5 C1-

2 Y

1%

q1 =

To oznacza, ze ciagi

f(n)=<1+2\/5> C f) = (“f)

sa rozwiazaniami rownania (13). Stad rowniez kazdy ciag postaci

e (158 o (150

jest rozwiazaniem tego réwnania, bo réwnanie jest liniowe. Sprobujmy dobraé
wspotezynniki ¢; 1 ¢y tak, aby spelione byty warunki poczatkowe

Otrzymujemy uktad dwu rownan

Cl%—CQ = L

1 D 1—-+5
+é\/_ + Co 2V/_ = 1.

1

Zatem

1 145 1 1-+5

= —= , Co =
1 /2 2 N

Twierdzenie 6. Liczby Fibonacci’ego wyrazajg sie wzorem
n+1 n+1
Fn) 1 (145 1 (1-+5
n)=— - ]
VB 2 VB 2

14




Mogliby$my rozwazy¢ inne warunki poczatkowe f(0) = a, f(1) = b i tez
znalezlibySmy c; i co, bo wyznacznik gléwny uktadu rownan

c1+c = a,
1+v5  1-+5
Cl 2 +02 2 g b
Wynosi
1 1
146 1-v5|=-V5#£0.
2 2

3.2 Liniowe relacje rekurencyjne ze stalymi wspoélczynni-
kami

Chodzi o relacje typu
fn)=aif(n—=1)+af(n=2)+...+arf(n—k), n=>k,

gdzie ay, as, ..., ai sa stalymi wspotezynnikami. Wartosé¢ f(n) jest wyznaczona
przez wartosci poprzednich k wyrazéw ciaggu. Mowimy, ze relacja ma rzad k, o
ile ar # 0, bo inaczej redukuje sie do relacji nizszego rzedu. Relacja jest liniowa,
bo wartosci ciagu pojawiaja sie w pierwszej potedze. Relacja jest jednorodna,
bo nie ma wyrazéw wolnych. (13) jest przyktadem takiej relacji rzedu 2. Z kolei
relacja
f(n)=3f(n—1>+ f(n—2), n>2
nie jest liniowa a relacja
fn)=(n+2)f(n—-1)+2f(n—-2)

nie ma statych wspotczynnikéw.

Twierdzenie 7. Rozwazmy relacje rzedu 2
fln)=arf(n=1)+af(n-2), n=2, (14)
gdzie ag # 0. Jesli pierwiastki ¢, i go réwnania
7 — a1z —ay =0 (15)
sg rozne, to rozwigzanie ma postacé

f(n) =14} + cags.

15



Uwaga. Dopuszczamy, ze rownanie (14) ma wyroznik ujemny. Wtedy row-
nanie kwadratowe nie ma pierwiastkow rzeczywistych. Uzyjemy tych samych
wzoréw pomimo, ze liczby ¢ i g2 nie sg rzeczywiste.

Rozwazmy relacje rekurencyjna

fn) =2f(n—1) =2f(n-2).
Wtedy (14) ma postaé
x? —2r4+2=0.

Zatem
a=1+i, @=1-i

oraz

Niech f(0) =21 f(1) =4. Wtedy ¢ =1 — i1 ¢y =1+ 4. Ostatecznie
fn)=0 =1 +)"+ 1+ (1 —i)" =21 +)" " +2(1 —i)" 1.

Rozwiazanie jawne rownania rekurencyjnego wymagato uzycia liczb zespolo-
nych mimo, ze liczby f(n) sa catkowite. Podobnie rozwiazanie jawne ré6wnania
Fibonacci’ego wymagalo uzycia liczb niewymiernych mimo, ze wartosci f(n) sa
liczbami naturalnymi.

3.3 Dowdd Twierdzenia 6

Dowdd. Wiemy juz, ze f(n) = c1qt + cagy jest rozwiazaniem rownania (14).
Chcemy pokazac, ze kazde rozwiazanie (14) ma taka posta¢. Niech f(n) bedzie
rozwiazaniem (14). Wartosci f(n) sa wyznaczone przez f(0) i f(1). Chcemy
pokazac, ze dla pewnych wspotczynnikow ¢y i co mamy

f(n) = c1q + cads.

Obie strony spelniaja (14). Jesli obie strony beda rowne dlan =01in =1, to
beda réwne dla pozostatych wartosci, czyli dla n > 2. Dowoéd bedzie zakonczony,
jesli znajdziemy rozwigzanie c¢; i ¢o uktadu réwnan

a+c = f(0),
aq+ceg = f(1).
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Wyznacznik gtowny uktadu to
1 1
=q — 0.

@ P G —q F

Zatem uktad ma jednoznaczne rozwiazanie

F(0)g> ~ F(1) £(1) — fO)ar

L =—— ), Cy =
q2 — 41 q2 — 1

m
a
Co zrobi¢, gdy rownanie (15) ma podwojny pierwiastek ¢? Tzn. ¢ = —L oraz
ay = —q*. W tym przypadku rozwigzanie ogolne ma postacé
f(n) = c1q" + cang™.

Rzeczywiscie, wiemy, ze f(n) = ¢" jest rozwiazaniem (15). Sprawdzamy f(n) = ng".

arf(n—1) +azf(n —2) = ar(n — 1)¢" ™" + az(n — 2)¢"
2(n—1)¢" — (n —2)¢" = ng".

3.4 Niejednorodne relacje rekurencyjne

Przyktad
f(n)=3f(n—1)—4n, f(0) =2. (16)

Zauwazmy, ze jesli dwa ciagi fi(n) i fa(n) speliaja relacje (z wylaczeniem wa-
runku poczatkowego), tzn.

filn) =3fi(n—1) —4n,
fg(n) = 3f2(n — 1) — 4TL,

to odejmujac stronami otrzymamy, ze to ciag f(n) = fi(n) — fa(n) spelnia
f(n)=3f(n—1).

W zwiazku z tym najpierw rozwiazujemy relacje jednorodna f(n) = 3f(n — 1).
Otrzymujemy f(n) = ¢3". Nastepnie szukamy jakiegokolwiek (tzw. szczegdlnego)
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rozwigzania rownania oryginalnego. Jego forma zalezy od postaci sktadnika po-
wodujacego niejednorodnosé. Przyjmijmy f(n) = pn + ¢q. Dobierzemy wartosci
parametrow p i g tak, aby spetniona byta zaleznosé rekurencyjna.

pn+q = 3pn—1)+q —4n

pn+q = (3p—4)n+ (3¢ —3p).
Stad

3p—4=p,  q=3q—3p

Czyli p = 21 g = 3. Zatem f(n) = 2n + 3 jest rozwiazaniem réwnania niejedno-
rodnego.

Nastepnie szukamy rozwigzania rownania z uwzglednieniem warunku poczat-
kowego w postaci

f(n) =c3"+2n+ 3.
Dobieramy ¢ tak, aby f(0) = 2, czyli ¢ = —1. Ostatecznie

f(n)=2n+3—3"
Zadanie: Wykazac, ze jesli ciagi fi(n) i fa(n) spelniaja relacje (16) to ciag
r(n) = fi(n) — fa(n) speknia relacje jednorodna, tzn.

r(n) =3r(n—1).

Wieza w Hanoi. Mamy trzy paliki i n réznych dyskow utozonych wedlug roz-
miaru od najwiekszego do najmniejszego na jednym z palikéw. Chcemy przeniesé
dyski na inny palik, ale nie wolno potozy¢ wiekszego dysku na mniejszym. Ile

ruchow trzeba wykonaé ?
Niech h(n) oznacza liczbe ruchow. Mamy

h(0)=0, h(1)=1, h(2)=S3.

Sprobujemy znalezé zalezno$é rekurencyjna. Aby przeniesé n dyskow trzeba prze-
nies¢ n — 1 dyskow na jeden z palikow, nastepnie przenie$¢ najwickszy dysk na
wolny palik i znowu przenies¢ n — 1 dyskéw . Zatem

h(n) =2h(n —1) 4+ 1, n > 1.

h(n) = ¢2" jest rozwiazaniem rownania jednorodnego. f(n) = —1 jest rozwiaza-
niem szczegbélnym. Ostatecznie

h(n)=c2"—1=2" -1

jest rozwigzaniem relacji rekurencyjnej.
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3.5 Liczby Catalana

Rozwazamy n liczb a, ag, ..., a,. Na ile sposobéw mozna je wymnozy¢ 7 (ko-
lejnos¢ czynnikow jest istotna). Niech f(n) oznacza liczbe wszystkich wymnozen.
Mamy f(1) =1, f(2) =2 (a1a2, asa; ). Dalej h(3) = 12, bo

ay(azas), (azas)ay

sa dwoma sposobami wymnozenia. Zamieniajac rolami 1, 2 i 3 otrzymamy 2x6 =
12 sposobéw wymnozenia.

Pomnozenie ay, as, ..., a, wymaga n — 1 mnozen dwu liczb. Rozwazmy
h(n—1) iloczynéw dla liczb ay, as, ..., a,—1. W kazdym iloczynie wystepuje n—2
mnozen. Mozemy dotaczy¢ czynnik a,, na jeden z trzech sposobdéw:

(1) pomnozy¢ przez a, po kazdej stronie kazdego z dwu czynnikow w n — 2
mnozeniach;

(2) pomnozy¢ przez a, na koncu;
(3) pomnozy¢ przez a, ma poczatku

Zatem

fn) =2(2n—3)2(2n —5)...2(3)2f(1) =2""'1-3-5-...- (2n — 3)

_ (2n —2)! ne1 (2n—=2)1  (2n —2)!
2:4-6-...-(2n—2) 2n-l(n — 1) (n—1)!"
Zalozmy, ze w tworzeniu iloczynu porzadek aq, as, ..., a, musi by¢ zachowany.

Tzn. iloczyn aq(asas) jest dopuszczalny, ale (ajasz)as nie jest dozwolony. Niech
g(n) oznacza liczbe iloczynow, gdy porzadek czynnikow ma byé zachowany. Za-
tem

1
g(n) = nl (n)
czyli
1/2n—2
n)=— . 17
o=+ (17
Okazuje sie, ze liczby g(n) spelniaja wzor rekurencyjny znacznie bardziej
skomplikowany od poznanych wcze$niej. W iloczynie aq, as, ..., a, w podanej ko-
lejnosci jest ostatnie mnozenie do wykonania pomiedzy iloczynem aq, as, ..., aj
oraz iloczynem a1, agi2,. .., a,. Np. w iloczynie

(a1(agaz)) x ((asas)(asar))
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ostatnie mnozenie jest zaznaczone krzyzykiem. Poniewaz kazdy z g(k) iloczynow
liczb aq, as, ..., a; moze by¢ pomnozony przez kazdy z g(n — k) iloczynéow liczb
A1, Qft2, - - -5 Qn, to

g(n) =g(L)g(n —1) +g(2)g(n —2) + ... + g(n —2)g(2) + g(n — 1)g(1),

przy czym g(1) = 1.

Liczby Catalana pojawiaja sie przy wielu zagadnieniach kombinatorycznych.
Np. gdy chcemy znalez¢ liczbe drog taczacych punkt (0,0) z (n.n) ztozong z
2n krokow diugosci 1 wykonywanych w prawo lub w goére znajdujacych sie w
obszarze y < x, z wyjatkiem dwu punktéw koricowych.

Liczbe drog od (0,0) do (n,n) opisanych wyzej mozna obliczy¢ postugujac
sie trikiem z zastosowaniem symetrii. Zauwazmy, ze pierwszy krok musi by¢
wykonany w prawo do punktu (1,0), a ostatni do géry od punktu (n,n —1). Ten
fragment drogi lezy w y < x i sklada sie z 2n — 2 krokéw. Obliczamy najpierw
liczbe wszystkich drog od (1,0) do (n,n — 1). Takich drog jest

2n — 2
(r)
Teraz obliczymy liczbe drog od (1,0) do (n,n — 1), wykraczajacych poza obszar
y < x. Kazda taka droga musi dotkna¢ linii y =  w pewnym punkcie (k, k), gdzie
1 < k < n—1. Rozwazamy pierwszy taki punkt. Przeksztalcamy przez syme-
trie wzgledem prostej y = x poczatkows cze$é¢ drogi do tego punktu dotkniecia.
Otrzymamy droge taczaca punkt (0,1) z punktem (n,n — 1) zlozona z n krokow
w prawo i n — 2 w gore. Takich drog jest

2n — 2
i :
Odwrotnie, kazdej drodze od (0,1) do (n,n — 1) odpowiada (poprzez opisang

wezesnie] symetrie) droga taczaca (1,0) z (n,n — 1), dotykajaca linii y = z.
Zatem liczba drog, o ktore nam chodzi to

G- () -0

20



4 Dodatek

Komentarz do zadania 36. Ciag a, ma postaé

ay = 6+\/6+\/6+...+\/6+\/€,

gdzie wystepuje n szostek. Rozwazmy wyrazenie

g(z) = 6+\/6+\/6+ 6+\/_

gdzie w miejsce ostatniej szostki wpisana jest zmienna x. Wyrazenie g(x) ro$nie
wraz ze wzrostem x. Mamy

9(0) = an—1, 9(6) =an, g(9)=3.

Zatem
Ap—1 < Qp < 3.

Badanie tempa zbiezno$ci do granicy. Rozwazmy ciag a, speliajacy wzor
rekurencyjny postaci

Ap+1 = f(an)a n Z 1
dla pewnej funkcji ciaglej i rozniczkowalnej f(x). Np. f(x) = /6 + z. Jesli ten
ciagg jest zbiezny, np. do liczby a, to

a= f(a).

Przy badaniu zbiezno$ci naturalnymi kandydatami na granice sa wiec tzw. punkty
state funkcji f(x). Jak zbada¢, czy faktycznie ciag a, jest zbiezny do jakiego$
punktu statego a 7 Jedli a,, = a, to a1 = a, itd. czyli ciag jest staly. Zal6zmy,
ze a, # a. Wtedy analizujemy réznice a,, — a.

flan) — f(a)

an, — a

An+1 _a:f(an) —f(a) = (an—a) :f/<§n>(an_a)-

W ostatniej rownosci skorzystaliémy z twierdzenia Lagrange’a, ktore mowi, ze
iloraz réznicowy jest réwny pochodnej w pewnym punkcie posrednim &,, czyli

21



lezacym pomiedzy a,, i a. Jesli | f'(&,)| < 1, to |ap+1—al < |a,—al. Jesli dodatkowo
pochodna funkcji f’ jest ograniczona przez liczbe ¢ < 1, to

|an+1 — al < clan — al,
zatem

la, —a| < " Hay — al, (18)
czyli a, — a.

W przypadku f(z) = /6 + = jedynym punktem stalym jest a = 3. Funkcja
f(z) jest rosnaca, wiec jesli x < 3, to f(z) < f(3) = 3. Przyjmujac a; = v6 < 3
otrzymujemy

az = f(a1) < f(3) = 3.
Dalej
az = f(az2) < f3) <3,

itd., tzn. a, < 3. Ponadto, poniewaz ay < ay, to z monotonicznosci

az = f(a1) < f(aog) = as,

Dalej
az = f(az) < f(a1) = ay,

itd., tzn. a, < a,_1. Dla x > a; = V6 mamy

R PR B S B
2v6+1 = 2v/6+6 28 2%

Stad na podstawie (17) otrzymujemy

3-6

0<3—a, I

< 251/2 (3 o &1) -

Jesli zmienimy warunek poczatkowy na a; > 3, np. a; = 4, to podobnie
jak poprzednio mozna uzasadni¢, ze a, > 3 oraz, ze ciag a, jest Scisle malejacy.
Ponadto dla x > 3 mamy

1 1
) = —— < =
/(@) 2V6+z 6
Zatem z (17) otrzymamy
1
0<a,—3< 6”*1((11_3) = Gt
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