Niech |z| < M oraz M > 1.
0 < In(nz? +1) < In(nM? + 1) < In(2nM?).
Mamy In(1 +z) < z dla > 0. Zatem Inx < = dla z > 1. Stad
Inz =4lnz'* <42V, > 1.
Podstawiajac © = 2nM? otrzymujemy
In(2nM?) < 4(2M%)Y4pt/4,

Czyli
In(nz? + 1)
ny/n

dla |z| < M. Z kryterium Weierstrassa szereg

O < < 4(2M2)1/4n75/47

>, In(nz? —1—1)

jest zbiezny jednostajnie na kazdym przedziale [—M, M]. Zatem f(x) jest
ciagta na R. Rozwazmy szereg pochodnych

Z 1+nx2)\/ﬁ
Dla 0 < § < |z| < M mamy
2|z 2M
(1+na?)y/n  (1+n02)/n

Znowu z kryterium Weierstrassa szereg pochodnych jest jednostajnie zbiezny
dla § < |z| < M. Zatem z twierdzenia na wyktadzie f(z) jest rézniczkowalna
w sposob ciggly poza punktem x = 0 oraz

ad 2x

"(z) = _— x # 0.
() nz::l (14 na?)y/n 7
Pozostaje sprawdzi¢ rézniczkowalno$¢ w x = 0. Obliczymy, ze

lim f'(x) = 2m. (1)

x—0



Wtedy z ciaglosci funkcji f(x) w zerze i z reguty de ’'Hopitala

/ T f (I ) _1s / _
7/(0) = tim % = tim /() = 2
Udowodnimy (1). Z parzystosci funkcji zatozymy, ze x > 0 i obliczymy tylko
granice prawostronna. 7 twierdzenia Lagrange’a mamy

4(arctg zv/n + 1 — arctgzy/n) = ————(v/n+ 1 — /n)

1+z 2\/_

2x 2 2x

1
C1+4a22/a, Vn+vn+1  1+22/a, b,

dla pewnych n < a,,b, <n+ 1. Zatem

4(arctg zv/n + 1—arctg zv/n) < _r < 4(arctg xv/n + 2—arctgzvn + 1).
(14 nx?)y/n

Sumujac wszystkie strony od 1 do N otrzymamy

N

4(arctg xvV N + 1—arctg z) < Z T, 2)\/_
- nx?)y/n

Przechodzimy do granicy z N — oo. Wtedy

< 4(arctg 2V N + 2—arctg 2v/2)

© 2x

—————~ < 271 — 4arct 2.
nzjl (1 4+ nz?)y/n ™ — darcigzv2

21 — 4arctgxr <

Nastepnie przechodzimy do granicy, gdy * — 07 i z twierdzenia o trzech
funkcjach otrzymujemy
> 2x

li ———— = 27.
et ; (14 na?)y/n 4



