1. Zadania do wyktadu R. Szwarca
Wielomiany ortogonalne i problem momentéw

. Obliczy¢ momenty miar

du(z) x*dz, ze[0,1], a > —1,
du(x) = z%e “dz, x>0, a>-—1,
1 1
du(x) = 3 do_q(x) + 5 doy (),
du(z) = e da.

. Miara probabilistyczna p na prostej ma nosnik ograniczony. Pokazaé, ze problem momentéw {m,} =
[ x"du(x) jest jednoznaczny. Wskazéwka: Udowodnié, ze jesli supp i C [—a, a], to ma, < a®*. Wykazaé
2n

> |b].

tez, ze jesli b € supp p, to lim mén

. Miara probabilistyczna p na prostej spelnia |m,,| < CR"n!, dla pewnych stalych C' > 0i R > 0. Pokaza¢,
ze problem momentéw {m,,} = [ x"du(z) jest jednoznaczny. Wskazéwka: Udowodni¢, ze e*® € L'(R, 1)
dla || < R™1. Zauwazy¢, ze funkcja F,(2) = [e™*du(x) jest analityczna dla [Im z| < R~'. Udowodni¢,
ze wspélezynniki Taylora w punkcie z = 0 dla funkeji F'(z) sa réwne i"m,,/nl. Zatem F,(z) = F,(z),
dla [Im z| < R, jesli o jest innym rozwigzaniem problemu momentéw. Wykazaé, ze wtedy p = o.

. Pokaza¢, ze funkcje postaci p(x)e ™, gdzie p(x) jest wielomianem, leza gesto w przestrzeni Co(IR, ).
Wskazoéwka: Pokazac, ze
x n
e — (1 - —)
n

jednostajnie dla x > 0. Niech V' oznacza domkniecie przestrzeni funkcji postaci p(z)e™ w normie sup .
Pokaza¢ indukcyjnie, ze V zawiera funkcje postaci p(x)e "™ gdzie p(x) jest wielomianem i n > 2.
Nastepnie skorzystaé¢ z Twierdzenia Stone’a-Weierstrassa.

e~ /2 — 0, gdy n— o0

. Pokaza¢, ze wielomiany leza gesto w przestrzeni Hilberta L?(u), gdzie

(a) du(z) =az%e *dx, x>0, a>—1.

2

(b) du(z) = e™ dux,
. Pokazac, ze dla dowolnej statej rzeczywistej ¢ mamy

/OOO 2" [1 + esin(27 log x)]e_1°g2 Tdr = ﬁe(”+1)2/4.
Wywnioskowad, ze odpowiedni problem momentéw Stieltjesa jest niejednoznaczny.

. Wyprowadzi¢ wzoér

o0 1 1 1
/ 2" sin(2? sin a)e"”b s8¢ =_T (n il ) sin (n+1)a
0 b b b

dla0<a<n/2,b>0in=0,1,2,.... Rozwazy¢ przypadek a = 7wb. Wskaza¢ odpowiedni niejedno-
znaczny problem momentow. Wskazéwka: W calce

© n 723661.0‘
z"e dx
0

beia otrzymujac wielokrotnoéé calki

/Z(n-l-l)/b—le—zdz

dokona¢ zamiany zmiennych z = x

po huku arg z = a. Zauwazy¢, ze ostatnia calka jest réwna I'((n + 1)/b).



10.

11.

12.

13.

. Pokaza¢, ze jedli duy(x) < cdus(x) dla z € IR, to gestosé wielomiandéw w L?(us) pociaga gestosé

wielomianéw w L2(u;).

. Dla niejednoznacznego ciggu momentéw Stieltjesa {m,,} okreslamy ms, = m,, i Mo, = 0. Pokazaé, ze

{my} jest niejednoznacznym ciagiem momentéw Hamburgera.

Korzystajac z zadan 3 i 9, wykazaé, ze jesli miara probabilistyczna p na pétprostej [0, +00) spelnia
|m,,| < CR"(2n)!, dla pewnych statych C' > 0i R > 0, to problem momentéw {m,} = [a"du(x) jest
jednoznaczny.

Miara p na IR, calkuje e*™®. Pokazaé, ze

Z - 7”’"L2n:07

n=1
gdzie m,, = [5° a™dp(z), wtedy 1 tylko wtedy, gdy p jest skupiona na liczbach 0, 1, 2, ... .

Pokazaé, ze jesli n pierwszych momentéw funkcji f(z) ciaglej o wartodciach rzeczywistych w przedziale

a < x < b znika ,
/af<x>dx:/axf< = —/ 2 f ()

to f(z) zmienia znak w tym przedziale n razy.

Wyrazi¢ momenty miary du(z) = (1 — 2%)%dz, =1 < x < 1, a > —1, przy pomocy funkcji I'(x).



