2. Zadania do wyktadu R. Szwarca
Wielomiany ortogonalne i problem momentéw

1. Wielomiany p,, speliaja po = 1, p; = 2z oraz

1 1
IPp = ianrl + ipnfl-
Pokazac¢, ze momenty zwigzane ze wzorem rekurencyjnym wynosza
1 2n
EETOEY (n) e =0

Wskazoéwka: Wprowadzi¢ operator przesuniecia na wielomianach P wzorem Spy = 0 i Sp, = p,_1, dla
n > 1. Wtedy

1
TP, = 5(5 + S™)pn.
Zatem .
my, = (2", 1) = on ((S+5")"1,1).

Pokazac, ze wielko$¢ ((S + S*)?1, 1) jest réwna liczbie wszystkich drég dtugosci 2n przechodzacych przez
punkty kratowe plaszczyzny taczacych punkty (0,0) i (n,n), lezacych pod gléwna przekatna (patrz W.
Feller, Wstep do rachunku prawdopodobiefistwa, tom 1).

2. Pokazaé, ze jesli wielomian trygonometryczny (tzn. kombinacja liniowa funkcji cos nz i sinnz dlan € N)
jest nieujemny, to jest on postaci |h(e|? dla pewnego wielomianu h(z). Pokazaé, ze jesli wielomian
trygonometryczny jest funkcja parzysta, to mozna zazadaé, aby h(x) mial wspétezynniki rzeczywiste.

3. Pokazad, ze liczby {m,}2> _ . sa wspoétczynnikami Fouriera miary p na przedziale [0, 27), tzn.

2T .
My, = / e du(x),
0

wtedy i tylko wtedy, gdy {m,} jest dodatnio okreslony w nastepujacym sensie

—0o0

n
> mijzz >0,
4,7=0

dla dowolnego ciagu {z;}2,, w ktorym tylko skoriczenie wiele wyrazéw nie zeruje sie.

4. Udowodni¢, ze kazdy wielomian przyjmujacy nieujemne wartosci dla 0 < z < 1 ma postac

A(x)* + 2(1 — 2)B(x)?,

dla pewnych wielomianéw A(x) i B(z). Wskazéwka: Zastosowaé druga cze$¢ zadania 2.

5. Dla ciagu {m,}>2,, mo = 1, okreslamy

Nomy, = My,  Amy, = My, — My, A, = APmy, — AFmy, .

Pokazaé, ze {m,}>, jest ciagiem momentéw miary probabilistycznej okreslonej na przedziale [0, 1]
wtedy i tylko wtedy, gdy A¥m,, > 0 dla kazdego k i n (Twierdzenie Hausdorffa). Wskazéwka: Obliczy¢
Az, Pokazaé, ze AF(1 — x)" % = 2*(1 — z)"*. Wywnioskowaé, ze 37, (Z)Akmn,k = my = 1. Dla
funkeji f(z) € C[0, 1] okreslamy wielomiany Bernsteina B, (f) = >r_, f(k/n) (Z) 2k (1 —2)"*. Pokazad,
ze Bp(z!) = 2! + pu(z), gdzie p,y(z) jest wielomianem stopnia nie wigkszego niz [ oraz wspétezynniki
tego wielomianu daza do zera. Okreslmy miare probabilistyczna o, wzorem o,, = >;_, (Z) AFmy, 1.0 /n-
Jesli o jest punktem skupienia miar g, to m; = fol 7! do.

6. Pokazaé, ze dla ciagu momentéw Stieltjesa wielomian p,(z) —7p,—1(x) ma n—1 pierwiastkéw dodatnich.
Czy moga istnie¢ pierwiastki ujemne ? Dla jakich wartosci 7 7

7. Wyprowadzi¢ wzér Christoffela—Darboux uzywajac relacji ortogonalnosci. Wskazdéwka: Obliczy¢ ilo-
czyn skalarny wzgledem zmiennej y obu stron wzoru z wielomianem py(y).



11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

. Przeanalizowa¢ rozwigzalnos¢ problemu momentéw w przypadku ciggu momentéw, ktory jest nieujemnie

okreslony ale nie jest dodatnio okreslony, tzn. spetnia

> mitzz 2> 0.

. Przeanalizowa¢ wzor rekurencyjny w przypadku nieujemnie okreslonego ciagu momentow.
10.

Dla ciagu {m, }5°, okreslamy
an L
m?n—i—l = 0.
Pokazaé, ze ciag {m,} jest dodatnio okreslony wtedy i tylko wtedy, gdy ciagi {m,} i {m,11} sa dodatnio
okreslone, tzn. {m,} jest ciggiem momentéw Hamburgera wtedy i tylko wtedy, gdy {m,} jest ciagiem
momentéw Stieltjesa.

Pokazaé, ze wielomiany p, i p, ortonormalne wzgledem {m,} i {m,} odpowiednio, speiaja
ﬁ?n(\/t/;) = pn('r)

W oparciu o poprzednie zadanie poda¢ inny dowéd twierdzenia, ze dla ciagu {m,} momentéw Stieltjesa
wielomian p,, posiada n réznych dodatnich pierwiastkow.

Pokazaé¢, ze jesli {m,} jest ciagiem dodatnio okreslonym oraz msg,y; = 0 dla n € N, to p,(—z) =
(—=1)"p,(x). Pokazaé, ze wzoér rekurencyjny ma wtedy postaé

Tpn () = MaPnt1 + M—1pn-1(z) n=0,1,...,

p-1 = 0, po = 1. Udowodnié, ze jesli wielomiany p, zadane sa tym wzorem, gdzie A\, > 0, to ciag
momentéw zwigzanych z wielomianami p,, spetnia mo,1 = 0.

Udowodni¢, ze wielomiany p,, spetniajace wzor
xpn(l‘) - )‘npn-l—l + ﬁnpn(x) + )‘n—lpn—l(l‘) n = 07 17 sy

p—1 = 0, po = 1, mozna okresli¢ wzorem p,(z) = det(xl — J,), gdzie J, oznacza obcieta macierz
Jacobi’ego, tzn.

By Ao O 0 0
)\0 Bl )\1 0 0
. 0 A S
oo Az 0
0 0 )\n73 ﬂan )\an
0 0 0 )\n72 an 1

Pokazac, ze jesli wyrazy macierzy Jacobi’ego sg ograniczone oraz
sup [B,| +2sup A, < R,

formy kwadratowe

> _(Rmiyj £ migji)win;
i?j
sg dodatnio okreslone. Pokaza¢, ze wynikanie odwrotne tez jest prawdziwe.

Zalézmy, ze ciag momentéw Hamburgera m,, spetnia my, < R?". Pokazaé, ze p,(z) > 0 dla x > R, oraz
(=1)"pp(x) > 0 dla = < R.

Ciag liczb {a,}{° nazywamy ciggiem tanicuchowym jesli istnieje ciag {g,}&° spelniajacy 0 < g, < 1 oraz
an = gn(1—gn-1),dlan=1,2,... . Pokazaé, ze (—1)"p,(0) > 0 dla kazdego n € N wtedy i tylko wtedy,
gdy By > 0 oraz A2 /(8,0n41) jest ciagiem tancuchowym.

Pokazaé, ze jesli (—1)"p,(0) > 0 dla kazdego n € N, to (—1)"¢,(0) > 0 dla kazdego n € N.



