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3. Zadania do wyktadu R. Szwarca
Wielomiany ortogonalne i problem momentéw

. Udowodni¢, ze dla liczb x1 <91 < 20 < yo < ... < 2,1 < Yp_1 < T, zachodzi nierownosé

(z=y)(z=v2) - (2= yn) < 1
z—x)(z—22)...(z— 2y 1)z —2,)|  |[Imz|

. (Kryterium Carlemana) Pokaza¢, ze problem momentéw jest zdeterminowany jesli szereg > A1 jest

rozbiezny. Wskazéwka: p,Gni1 — Pni1Gn = A,

. Udowodni¢, ze jesli

= “I'_OO,
nzoAnAn+1
to problem momentéw jest zdeterminowany. Wskazéwka: Obliczy¢ p,(x)gni2(z) — pnia(T)gn ().

(Kryterium Carlemana) Pokazaé, ze problem momentéw {m,, }5°, jest zdeterminowany, jesli
o
Z m;nl 2r — 4o
n=1

Wskazéwka: Dla xp, = \ypna1 + BuPn + An—1Pn—1, mamy
AOAl...An_lpn(x)::;r”—%....

Zatem
)\0)\1 cee )\n—l(pnapn) = (xn7pn) < vV M2n.
Stad
Sy P < S oA - Ang) T
n=1 n=1

Pokazac¢, ze jesli szereg jest rozbiezny, to réwniez szereg Y- A1 jest rozbiezny. W tym celu skorzystaé z

nieréwnosci Carlemana
o0 o0
1
> (aras .. .a,)V" < e ay.
n=1 n=1

(Kryterium Hamburgera) Pokazaé, ze problem momentéw {m,,}>° , jest zdeterminowany wtedy i tylko
wtedy, gdy przynajmniej jeden z szeregéw 3 p2(0) or 3 ¢2(0) jest rozbiezny. Wskazéwka: Skorzystaé z
dowodu Twierdzenia Hellingera—Nevanlinny.

. Pokazaé, ze jesli (—1)"p,(0) > 0 dlan € N, to {m, }°, jest ciagiem momentéw Stieltjesa.

. Dla ciggu liczb dodatnich A, znalez¢ ciag liczb rzeczywistych (3, tak, ze odpowiadajacy tym ciagom

problem momentow jest zdeterminowany. Czy mozna wybraé ciag 3, tak, ze no$nik miary jest zawarty
w polprostej [0, +00) ?

. Dla ciggu liczb rzeczywistych 3, znalez¢ ciag liczb dodatnich A, tak, ze odpowiadajacy tym ciggom

problem momentéw jest niezdeterminowany.

. Czy problem momentéw odpowiadajacy ciggom Mo, = Aoy = n? oraz 3, = 0 jest zdeterminowany ?

Czy problem momentéw odpowiadajacy ciggom Mg, = Aot = n? oraz 3, = 0 jest zdeterminowany ?

Przy zatozeniach zadania 3 z listy 1 pokazaé, ze dla liczb Im z > 0 zachodzi wzér

N

7a>$-—2'
Udowodni¢, ze jesli F,, = F;, to u = o, korzystajac z Twierdzenia Stieltjesa o odwrdceniu.

Czy ciag m, speliajacy ceV™ < ma, < CeV™ dla pewnych statych ¢ i C, moze byé dodatnio okreslony ?



