4. Zadania do wyktadu R. Szwarca
Wielomiany ortogonalne i problem momentéw

. Niech G(z) bedzie funkcja analityczna w kole jednostkowym {z € C : |z| < 1}. Pokazaé, ze dla
0 < R <1 oraz dla |z| > 1 zachodzi wzor

1 e’ +z :
G(Rz) = im G(0) + 5 [ S=" ReG(Re") dt.
(R) = i GO) + 5 [ S ReG(Re)
Wskazoéwka: Pokazaé, korzystajac z catki Poissona dla funkcji harmonicznych, ze czedci rzeczywiste obu
stron wzoru sg rowne. Nastepnie zauwazy¢, ze obie strony wzoru przedstawiaja funkcje analityczne dla
|z| < 1, zatem obie strony moga réznié¢ sie o stala.

. Niech G(z) bedzie funkcja analityczna przeksztalcajaca koto jednostkowe w poélplaszczyzne Rez > 0.
Pokazaé, ze z rodziny miar dog(t) = Re G(Re™)dt okredlonych na przedziale [—m, 7] mozna wybraé
podciag zbiezny dog, (t) taki, ze Ry — 17. W tym celu obliczy¢ catkowita mase miary dog(t).

. Korzystajac z zadan 1 i 2 pokaza¢, ze funkcja analityczna przeksztalcajaca koto jednostkowe w gorna
polptaszezyzne ma postac
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dla pewnej miary o, gdzie v = Im G(0).

. Niech F(w) bedzie funkcja analityczng przeksztalcajaca gérna polplaszczyzne w siebie. Pokazaé, ze
funkcja

ot =i (1)

odwzorowuje otwarte koto jednostkowe potptaszczyzne Rez > 0. Korzystajac z poprzedniego zadania
pokazal, ze istnieje skoniczona miara dr(z) na prostej taka, ze

o 1
F(w):cw+d+/ o dr(z),

-0 T — W

gdzie ¢ > 0 oraz d € R. Wskazéwka: W calce z zadania 3 podstawi¢ u = tg(t/2).

. Przy oznaczeniach z poprzedniego zadania pokazaé, ze przyjmujac do(x) = (1 + 2?) d7(x) otrzymujemy

F(w):cw+d—|—/o:o< ! ° )da(x).

r—w 1+a?

. Niech A bedzie macierza samosprzezong wymiaru n X n z wartosciami wtasnymi Ay, ... , A\, uporzadko-
wanymi tak, ze |A1| > ... > |\,]. Udowodni¢ wzér " minimax”
. (Az, z)
AL, = min max

dimV=k-1 21V (2,2)

Wskazéwka: Niech z1,...,x, beda odpowiednimi wektorami wlasnymi i Vj, = span{zy,...,z;}. Poka-
zaé, ze dla dowolnej podprzestrzeni V' wymiaru k — 1 istnieje wektor x € Vj, taki, ze x # 0 oraz x L V.
Wtedy (Az,x)/(x,z) > A
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Zastosowa¢é poprzednie zadanie i zadanie 25 do podania innego dowodu o wzajemnym potozeniu zer dla
wielomianéw p,, i ppi1.

. Niech A bedzie operatorem liniowym o gestej dziedzinie w przestrzeni Hilberta H. Wykres I" 4 okreslamy

jako
I'y={(x,Az) |z € D(A)}.

Niech J(z,y) = (—y, z) dla x,y € H. Pokazaé, ze
[y = J(Ta)",

gdzie symbol L oznacza dopelnienie ortogonalne w przestrzeni H x H. W szczegdlnosci A* jest opera-
torem domknietym.

. Pokaza¢, ze jesli A C B, to B* C A*, gdzie A i B sa operatorami liniowymi o gestych dziedzinach.

Operator liniowy A jest domykalny jesli posiada on rozszerzenie o wykresie domknietym. Pokazaé, ze
jesli A jest domykalny, to domkniecie zbioru I'4 jest wykresem rozszerzenia operatora A, nazywanego
domknieciem A i oznaczanego symbolem A.

Pokazaé, ze operator A*, gdzie A jest domykalnym operatorem o gestej dziedzinie, ma réwniez gesta
dziedzine.

Pokaza¢, ze jesli A ma gesta dziedzine i jest domykalny, to A** = A.
Wskazéwka: ['ge = J([ 4+ )t

Niech M i N beda domknietymi podprzestrzeniami przestrzeni Hilberta H. Pokazac¢, ze jesli M nie
posiada wektora ortogonalnego do przestrzeni N, to dim M < dim N.

Dla domknietego symetrycznego operatora liniowego A i liczby z ¢ R niech V' bedzie izometria z
domknietej podprzestrzeni D(V') przestrzeni Nz w przestrzen N,. Pokazaé, ze operator Ay o dziedzinie

D(Ay)={z+u—Vu: 2z e D(A), ue D(V)}
okreslony wzorem
Ay(x +u—Vu) = Az + zu — ZVu,

jest symetrycznym rozszerzeniem operatora A. Pokazaé, ze kazde symetryczne rozszerzenie operatora
A moze by¢ otrzymane w ten sposob. Wskazdéwka: Skorzysta¢ ze wzordow laczacych A i transformate
Cayley U..



