10. Zadania z matematyki wyzszej

1. Obliczy¢ pochodne funkcji.

fla) =« flz) =2 — 773 f(x) = (4 — 32%)* fz) = i 1 1)3
flz) =2v2—Ta2  f(t) =sin5t f(t) = sin*t 4 cos*t g(z) = tglz
g(x)=VT—simz  f(x) =sin(cosx) f(x) = zcos(1/x) 9(2) = /22 — (22)11%
o) =3 @)= s @) = egVEE )

. Korzystajac ze wzoréw (e*)' = e® oraz (Inz)’ = 1/z obliczy¢ pochodne.
fl@)=2" f(z)=¢

. Zmalezé¢ dy/dzx.

f(x) =In(—x) f(x)=coslnz f(x)=logyx f(x)=In(e®+1)
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y = 32723 y=—xvV1+ 3z y:( ) y = tg3la

rsinzx

. Zatézmy, ze y jest funkcjg rozniczkowalng zmiennej x. Wyrazi¢ pochodng podanych funkcji wzgledem
x za pomoca z, y oraz dy/dx.
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. Znalez¢ réwnanie stycznej do wykresu funkcji w podanym punkcie.

fla) = (14 2'2)%% (=8,1) f(x) = sin V/z; (72,0)
. Funkcje f i g sg rézniczkowalne. Wartosci funkeji f, f’, g oraz ¢’ w punktach —3, 0, 1 oraz 2 sa podane
w tabeli.

v flx) f(z) g(x) ¢'(x)

-3 2 4 6 11
0 1 2 -3 =7
1 16 =3 4 13
2

-3 2 0 V2

Wyznaczyé (f o g)'(x) oraz (g o f)'(z) dla takiej liczby wartosci z na jaka pozwalaja dane w tabeli.

. Jedli dwa ciala znajduja sie w odlegtosci r od siebie, to sila grawitacyjna F(r) wywierana przez jedno
cialo na drugie wyraza si¢ wzorem

k
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F(r) =
gdzie k jest stalta dodatnia. Zatdzmy, ze odlegtosé pomiedzy ciatami jest dana wzorem
r(t) =64 +48t — 16> dla0 <t <3
(a) Znalezé tempo zmiany sily przyciagania wzgledem czasu.
(b) Pokazaé, ze (F or)' (1) = —(F or)'(2).

. Balon w ksztalcie kuli jest pompowany tak, ze jego promien ro$nie 10 cm na minute. Znalezé tempo
zmiany objetosci V' balonu korzystajac z reguly taiicucha i ze wzoru V = (4/3)7r3.

. Sok jabtkowy jest wlewany do cylindrycznego pojemnika o $rednicy 1 m i wysokosci 2 m. Po ¢ sekundach
poziom soku wynosi %t metra. Pokazaé, ze tempo zmiany objetosci soku w naczyniu jest state.
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Obliczyé f".

f@)=52—3  flz) =120 + %x4 -VI=E =g _24x)2 F(@) = az—™
f@)= )= et R =\IEE )=
Obliczyé d2y/da
y = 2%/ y = (z* — tga)® y = sinz + cosx y:ﬁ

Dla h = fg obliczy¢ h” za pomoca f, g, f'i¢'.
Dla h = g o f obliczyé¢ h” za pomoca f, g, f'i4g'.

(a) Jedli f"(x) = f(x) dla wszystkich x, to jaka jest relacja pomiedzy f'(x) a f*(x) ?

(b) Jedli fW(x) = f(x) dla wszystkich z, to jaka jest relacja pomiedzy fG%(z) a fGV(x) ?
Zastosowaé rozniczkowanie niejawne do obliczenia pochodnej y wzgledem .

_1+x
C1l-z

MY _3r hytred=1 Jag+r+2y=4

2 2,2 3
:3 _—
o+ Yy +y 21

v +y
Zastosowaé rozniczkowanie niejawne do obliczenia pochodnej y wzgledem x w podanym punkcie.

?+y*=y; (0,1) 2®+3zy+2y°=6; (—1,-1) sinz=cosy; (§,%) y° =sin2z= -2y, (3,-2)
Niech [ bedzie styczng do astroidy x?/? + y?/* = 3xy w punkcie (2v/2,v/2). Znalezé pole tréjkata
ograniczonego przez [ i osie wspotrzednych.

Lemniskata ma réwnanie (2% + y?)? = 22 — y%. Znalez¢ punkty wykresu, w ktérych styczna jest réwno-

legta do osi OX.

Czlowiek pcha pudlo po rampie (patrz rysunek) z predkoscia 1 m/s. Jak szybko pudlo przesuwa sie w
gore 7

10 m 2m

Czlowiek oddala sie od latarni idgc w kierunku swego cienia. Zrédlo $wiatta znajduje sie na wysokosci
4,4 m. Wzrost czltowieka wynosi 1,8 m. W odlegtosci 10 m od latarni jego predkosé wynosi 1,2 m/s. Z
jaka predkosciag wydtuza sie cien czltowieka ? Wskazéwka: Wykonadé rysunek. Korzystajac z twierdzenia
Talesa znalez¢ zwigzek pomiedzy dtugoscia cienia i odlegtoscig od latarni.

Przemiane adiabatyczng pewnego gazu okreéla réwnanie pV'b* = 10, gdzie p jest ciénieniem wyrazonym
w atmosferach, a V' objetoéciag wyrazong w metrach szeSciennych. W momencie, gdy objetos¢ gazu
wynosita V' = 1 m? objetoé¢ powiekszata sie w tempie dV/dt = 0,02 m?®/s. W jakim tempie spadalo
wowcezas cisnienie gazu ?

Samolot lecacy na potudnie z predkoscia ve =200 km/h na wysokosci H =0,5 km, znalazt sie w pewnym
momencie nad samochodem jadacym na wschéd z predkoscia v1 = 60 km/h. Wyznaczy¢ tempo zmiany
odlegtosci samolotu od samochodu po uptywie 0,1 godziny.



