8. Zadania z matematyki wyzszej

. Zastosowac regule podstawiania do obliczenia granic
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. Zmalez¢ asymptoty pionowe wykreséw podanych funkcji.
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(a) Zalézmy, ze lim,_., f(x) = L Zastosowaé regulte podstawiania, aby pokazaé, ze lim,_, | f(z)| = |L|.

(b) Pokazaé, ze jesli lim,_, | f(z)| =0, to lim,_, f(z) = 0.
(c¢) Podaé przyktad funkcji f takiej, ze lim, ., |f(x)| = 1, ale lim,_., f(x) nie istnieje.
. Zalézmy, ze lim, ., f(x) = 0 oraz |g(x)| < M dla pewnej stalej M i wszystkich x # a. Pokazaé, ze
lim, ., f(z)g(x) = 0. Wskazdwka: Zauwazy¢, ze —M|f(x)| < f(z)g(x) < M|f(z)].
. Skorzysta¢ z poprzedniego zadania przy obliczaniu granic
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. Znalez¢ nachylenie stycznej do wykresu w podanym punkcie. Znalez¢ rownanie stycznej.
f(z) =cosz; (0,1) f(z) = sindx; (0,0)
fla) = Va—a? (1,V3) fla) = Vo +a2 (1,2

. Niech f(z) =v1—2210 < a < 1. Wykresem funkcji f jest gérny potokrag o promieniu 1.

(a) Pokazaé, ze nachylenie promienia taczacego (0,0) z punktem (a, v'1 — a?) wynosi v1 — a?/a.
(b) Pokazaé, ze nachylenie stycznej do wykresu funkeji f w punkcie (a, /1 — a?) wynosi —a/v/1 — a?.
Wskazoéwka: Styczna jest prostopadia do promienia.

(c) Dla 0 < x < 11 x # a znalezé nachylenie m, siecznej przechodzacej przez punkty (a,v/1 —a?) i
(x,V1—z2).
(d) Pokazaé, ze
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To oznacza, ze definicja stycznej poprzez granice siecznych przechodzacych przez (z, f(x)) oraz
(a, f(a)), gdy = dazy do a daje w wyniku te sama prosta, jak przy definicji stycznej do okregu
wprowadzonej przez Euklidesa.

. Po wykresie paraboli y = 1 — 2% przechadza sie mucha, zaczynajac spacer w punkcie (—1,0) i idac
w prawo. W punkcie (5/4,0) lezacym poza parabola czeka pajak. W ktérym punkcie wykresu mucha
zauwazy pajaka (i vice versa) ? Zalézmy, ze pajak zasnal i mucha przeszta obok niego i poszta dalej. W
ktorym punkcie paraboli mucha moze czué¢ sie bezpiecznie, tzn. pajak nie moze jej zauwazy¢ 7

. Zalézmy, ze Galileusz zrzucit kulki w d6t z poczatkowa predkoscia 5 m/s. Znalezé predkosé kulek po 2
sekundach spadku.

. Kamien zostal zrzucony z balkonu potozonego 40 m nad ziemig. Po jednej sekundzie predkos$¢ kamienia
wynosita -20 m/s. Znalezé poczatkowa predkosé kamienia. Czy wynik bedzie taki sam, jezeli balkon byt
potozony wyzej 7



