
Analiza matematyczna A3. Lista 2. .

c1. Wype lNiańka. Udowodnimy, że granica
‘
cia
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gu an =
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p laszczyzny (IR2) jest punkt g = (..., ...) . Zauważmy, że dla n ∈ IN zachodzi:
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Sta
‘
d dla dowolnego ε > 0 dla każdego naturalnego n ≥ ...... mamy ||an − g|| < ε 2

c2. Odgadnij granice
‘
g cia

‘
gu an i udowodnij wprost z definicji, że lim

n→∞
an = g, gdy

a) an =
(

1
n2 , n−2

n2−4

)

b) an =
(

sin(nπ/6)
n , 1

n+3

)

c) an =
(

sin n
n2 , cos n

n3

)

c3. Udowodnij wprost z definicji, że (1, 0) nie jest granica
‘
cia

‘
gu an =

(

n sin 1
n , sin(nπ

3 )
)

.

c4. Podaj po trzy przyk lady cia
‘
gów an = (a′

n, a′′
n) zbieżnych do (0,0) i takich, że

a) 0 < a′
n < n · a′′

n b) lim
a′

n

a′′

n

= 17 c) lim
a′

n

a′′

n

= −∞ d) lim
a′′n

n

a′

n

= ∞

c5. Karol Omy lek (jak to Karol) wypowiedzia l b le
‘
dne zdania. Gzie sa

‘
b le

‘
dy?

a) Każdy rosna
‘
cy i ograniczony cia

‘
g punktów p laszczyzny jest zbieżny.

b) Jeżeli cia
‘
g (xn) ma podcia

‘
g zbieżny do π i cia

‘
g (yn) ma podcia

‘
g zbieżny do e,

to cia
‘
g (an) zdefiniowany wzorem an = (xn, yn), ma podcia

‘
g zbieżny do (π, e).

* * *

1. Niech f(x, y) = x2 − y + 2. Przygotowania do zadania 9.

a) Oblicz: f(2, 3) = ............ , f(3, 2) = ............ , f(x, 0) = ............ ,
f(1, y) = ............ , f(2x + y, 3x) = ............ , f(x,−x) = ............

b) Rozwia
‘
ż równania: f(x, 4) = 0, f(4, y) = 0, f(x, x) = 0, f(y, y) = 0

c) Zaznacz w uk ladzie wspó lrze
‘
dnych naste

‘
puja

‘
ce zbiory:

P0 = {(x, y) : f(x, y) = 0}, P1 = {(x, y) : f(x, y) = 1}, P2 = {(x, y) : f(x, y) = 2},...

d) Naste
‘
puja

‘
ce zbiory leża

‘
na p laszczyznach. Narysuj je (p laszczyzny i zbiory).

A = {(x, y, z) : z = f(x, y) ∧ y = 1}, B = {(x, 2, f(x, 2)) : x ∈ IR},

C = {(2, y, z) : z = f(2, y)}, D = {(x, y, z) : z = f(x, y) ∧ y = x + 1},

E = {(x, y, f(x, y)) : x = 1}, F = {(x, x, z) : z = f(x, x)}
2. KONIECZNIE powtórz zadanie 1. dla innych przyk ladów funkcji.

3. Jak wygla
‘
daja

‘
wykresy funkcji: f(x, y) = x2, g(x, y) = x2 − y, h(x, y) = x3 − x?

3’. Niech f, g : [0, 3] × [0, 2] → IR, f(x, y) = x2 + y2 + 1 i g(x, y) = f([x], [y]).
Jak wygla

‘
da wykres funkcji g ? A jak g2(x, y) = f ([2x]/2, [2y]/2) ?

4. Podaj po trzy przyk lady (wzorów) funkcji f(x, y) takich, że
a) 0 ≤ f(x, y) ≤ 2 i f(x, y) = f(y, x) dla każdej pary (x, y)
b) f(x, y) = f(−x,−y) dla każdej pary (x, y) c) ∀x ∀y f(x, y) = f(x,−y)
d) ∀x,y f(x, y) = f(|x|, |y|) Jak sens geometryczny maja

‘
powyższe warunki?

5. Opisz (i naszkicuj) obszar be
‘
da

‘
cy dziedzina

‘
funkcji dwóch zmiennych

a) f(x, y) =
√

1 − x2/9 − y2/16 b) f(x, y) = ln (y2 − 4x + 8)

c) f(x, y) =
√

x + y+
√

x − y d) f(x, y) =
√

x −√
y e) f(x, y) = ln (xy)

f) f(x, y) = arcsinx2+y2

4 g) f(x, y) =
√

x sin y h) f(x, y) = 1√
x

+ 1√
y

i) f(x, y) =
√

x2 − y2 +
√

x + 2 j) f(x, y) =
√

x2 − y +
√

x2 + y

k) f(x, y) = arcsinx
y l) f(x, y) =

√

x2 − y2 m) f(x, y) = ln (x2 +y2−9)

n) f(x, y) = sin−1 x+cos−1 y o) f(x, y) =
√

25 − x2 − y2−(x2 +y2−4)−1/2

6. Niech f, g : IR2 → IR. Niektóre z poniższych napisów nie maja
‘
sensu – które?

f(g(x, y), y), f(g(x, y), g(x, y)), f(g(x), g(y)), g(f(g(x, y), x), x), g(f(x + 1, y) + x).

7. Niech f(x, y) =
√

x2 + y2, gα(x, y) =
(

x2 + y2
)α

, dla α > 0. Jak wygla
‘
daja

‘
wykresy tych funkcji? (Wsk. p. zad.1c; rozważ też zbiór {(x, 0, z) : z = gα(x, 0)}.)

8. Dobierz odpowiednia
‘
funkcje

‘
(i jej dziedzine

‘
) tak, by jej wykres wygla

‘
da l jak:

a) dach (dwuspadzisty) b) dach hali fabrycznej c) dach hangaru
d) pó l pow. pi lki do rugby e) wigwam f) namiot igloo g) wulkan

9. Narysuj poziomice (i/lub inne cie
‘
cia) wykresu funkcji tak, by odkryć jego kszta lt.

a) f(x, y) = x2 + y2 b) f(x, y) = x2 + y2 +xy c) f(x, y) = x2 + y2 + 2xy

d) f(x, y) = x2 + y2 + 3xy e) f(x, y) = xy f) f(x, y) = x2 − y2

g) f(x, y) = x + y h) f(x, y) =
√

x2 + y2 i) f(x, y) =
√

x4 + y4

j) f(x, y) = 4
√

x2 + y2 k) f(x, y) = x2 + y2 + 2x l) f(x, y) = 2x + [y]

m) f(x, y) = y2 − |x| n) f(x, y) = x2 + 4y2 o) f(x, y) = 4
√

x4 + y4

p) f(x, y) = x4+y4+xy r) f(x, y) = x4+y4+4xy s) f(x, y) = y3−3x2y

t) f(x, y) = x4 −2x2 +y2 u) f(x, y) = x4 −2x2 −y2 v) f(x, y) = [x] · [y]

w) f(x, y) = x4 − 2x2 + y4 − 2y2 y) f(x, y) = x4 − 2x2 − y4 + 2y2

x) f(x, y) = x3−3x+y3−3y z) f(x, y) = x3+y2 ż) f(x, y) = sin(x2+y2)p


