ANALIZA MATEMATYCZNA A3. LisTA 2.
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cl. WYPELNIANKA. Udowodnimy, ze granica, ciagu a, = ( , ) punktéw

plaszezyzny (IR?) jest punkt g = (...,...) . Zauwazmy, ze dla n € IN zachodzi:
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w—(0,1)]| = - ) == =
llan = (0, 1) \/(2n+3 >+( n ) @nt32 w2
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= V24 12n+9< ——Vopn2 =

n(2n + 3) ~ n(2n+3) 2n+3°

Stad dla dowolnego € > 0 dla kazdego naturalnego n > ...... mamy ||a, —g|| <e O

c2. Odgadnij granice g ciagu a,, i udowodnij wprost z definicji, ze lim a, = g, gdy
n—oo

(1 n-2 _ ([ sin(nw/6) 1 __ (sinn cosn
a) n = (ﬁ’ n2—4) b) an = ( n ’ n+3 C) On = ( n? 7 n3 )

c3. Udowodnij wprost z definicji, ze (1, 0) nie jest granica ciagu a,, = (n sin 1 sin(%)).

n?
c4. Podaj po trzy przyklady ciagéw a, = (a),,all) zbieznych do (0,0) i takich, ze
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a) 0<al,<n-a’ b) limZ—%:N c) lim % = —co d) lim % = o0

c5. Karol Omytek (jak to Karol) wypowiedzial bledne zdania. Gzie sa bledy?
a) Kazdy rosnacy i ograniczony ciag punktéw plaszczyzny jest zbiezny.

b) Jezeli ciag (x,,) ma podciag zbiezny do 7 i ciag (y,) ma podciag zbiezny do e,
to ciag (a,) zdefiniowany wzorem a,, = (Zn, y» ), ma podciag zbiezny do (7, e).

* 3k ok

1. Niech f(z,y) = 2% —y +2. PRZYGOTOWANIA DO ZADANIA 9.
a) Oblicz: f(2,3) = woeeeenen L f(3,2) = Cf(2,0) = )
fLiy)= e SR +y,32) = . Sl —x) =

b) Rozwiaz réwnania: f(z,4) =0, f(4,y)=0, f(z,z)=0, f(y,y)=0

¢) Zaznacz w ukladzie wspéhrzednych nastepujace zbiory:

Py = {(.’L‘,y) : f(xvy) = O}a P = {(x,y) : f($7y) = 1}? Py, = {(xay) : f(x,y) = Q}a
d) Nastepujace zbiory leza na plaszczyznach. Narysuj je (plaszczyzny i zbiory)

(
A={(z,y,2): 2= f(x,y) N y=1} B={(,2,f(2,2)) : € R},
C={2y2):2=f29)} D={(z,9,2) : 2 = f(w,y) N y=z+1},
E={(x,y, f(x,y)) cx =1}, F={(z,2,2) : 2 = f(z,2)}
2. KONIECZNIE powtérz zadanie 1. dla innych przyktadéw funkcji.

3. Jak wygladaja wykresy funkcji: f(z,y) = 22, g(x,y) = 22 —y, h(z,y) = 23 — 2?

3. Niech f,g:[0,3] x [0,2] = R, f(2,y) = 2* + 3 + Lig(z,y) = f([a], [y)
Jak wyglada wykres funkcji g 7 A jak g2(z,y) = f ([22]/2,[2y]/2) ?

4. Podaj po trzy przyklady (wzoréw) funkcji f(x,y) takich, ze
a) 0< f(z,y) <21 f(z,y) = f(y,z) dla kazdej pary (z,y)
b) f(z,y) = f(—=,—y) dla kazdej pary (z,y) ¢) V.V f(z,y) = f(z,—y)
d) Y, f(z,y) = f(lz],|y]) Jak sens geometryczny maja powyzsze warunki?

5. Opisz (i naszkicuj) obszar bedacy dziedzina, funkcji dwéch zmiennych
a) f(z,y)=+/1-22/9-4y?/16 b) f(z,y) =In(y* -4z +8)

c) fla,y)=Vaty+vae—y d) flzy)=\/z—y e) f(z,y)=1In(zy)
£) f(z,y) =aresin™F"  g) f(r,y) = /osiny  h) f(z,y) ==+ L
D) fley)=va -2 +Vaet2 ) fley) = Ve —y+va?+y

k) f(z,y)=arcsinZ 1) f(z,y) =22 —y> m) f(z,y) = (2" +y°—9)
n) f(z,y) =sin'z+cos 'y o) fla,y) =252 —y?— (27 +y —4)7"/

6. Niech f,g:IR? — IR. Niektére z ponizszych napiséw nie maja sensu — ktére?
flo(@,y),y), fl9(@,y),9(x,y)), fl9(x),9(v)), 9(f(9(x,y),x),2), g(f(x+1,y) + z).

7. Niech f(z,y) = V22 + 32, ga(z,y) = (2* +y2)a, dla o > 0. Jak wygladaja,
wykresy tych funkcji? (WsK. p. zad.lc; rozwaz tez zbidr {(x,0,z2) : z = go(z,0)}.)

8. Dobierz odpowiednia funkcje (i jej dziedzine) tak, by jej wykres wygladat jak:
a) dach (dwuspadzisty)  b) dach hali fabrycznej c¢) dach hangaru
d) pét pow. pitki do rughy e) wigwam  f) namiot igloo g) wulkan

9. Narysuj poziomice (i/lub inne cigcia) wykresu funkcji tak, by odkry¢ jego ksztalt.
a) flz,y)=2*+y* b) flr,y)=2+y’+ay ) flz,y) =2 +y>+ 22y

d) flz,y)=2>+y*+32y e) fla,y)=ay f) flz,y)=2"—y°

g) fle,y)=z+y h) flr,y)=22+y> 1) flz,y)=Va"+y!

) [y = Va2 +y? k) fley) =242 +20 1) f(ay) =22+ [y
m) f(r,y)=y*—|z| n) flz,y) =22+ o) f(z,y)= Va'+y

p) flz,y) =a*+y*+ay 1) flz,y) =2*+y oy s) fz,y) =y° 3%y
t) flz,y) =a* =222 +¢y> ) f(z,y)=2-22"~y* v) f(a,y) = [2][y]
w) flz,y) =a* = 22" +y* = 2% y) f(z,y) =2 =227 —y* + 29

x) f(z,y) =2*=32+y°-3y 2z) f(z,y)=2"+y> 2) f(z,y) = sin(z’+y?)



