
Zadanie
Pokaza¢, »e je±li b=a jest liczb¡ wymiern¡ ró»n¡ od �1; 0; �1; to k¡t arc tg b

a
jest

niewspóªmierny z �:
Rozwi¡zanie

Niech ' = 2 arc tg b

a
: Wtedy

tg ' =
2ab

a2 � b2
oraz cos ' =

a2 � b2

a2 + b2
:

Mo»emy zaªo»y¢, »e uªamek b

a
jest nieskracalny. Wtedy

(a) uªamek
b2

a2 + b2
jest nieskracalny;

(b) a2 + b2 > 4:

Zatem

2 cos ' = 2 +
4b2

a2 + b2
=2 Z: (1)

Nast¦pnie poka»emy, »e je±li k¡t ' jest wspóªmierny z � oraz cos ' jest liczb¡ wymiern¡,
to 2 cos ' musi by¢ liczb¡ caªkowit¡ i w ten sposób uzyskamy sprzeczno±¢ z (1).

Niech an = 2 cos n' i x = 2 cos ': Wtedy ze znanego wzoru trygonometrycznego mamy

xan = an+1 + an�1:

Indukcyjnie mo»na wykaza¢, »e an jest wielomianem stopnia n zmiennej x; i »e ten wielomian
ma wspóªczynniki caªkowite, przy czym wspóªczynnik przy xn jest równy 1: Np.

a0 = 1; a1 = x; a2 = x2 � 1; a3 = x3 � 2x; a4 = x4 � 3x2 + 1:

Oznaczmy ten wielomian przez pn(x): Tzn.

2 cos n' = pn(x):

Je±li k¡t ' jest wspóªmierny z �; to dla pewnego n mamy

2 = 2 cos n' = pn(x):

To równanie ma pierwiastki caªkowite lub niewymierne. Zatem x = 2 cos ' jest liczb¡ caªko-
wit¡.


