Zadanie
Pokazaé, ze jedli b/a jest liczba wymierna rézna od +1, 0, oo, to kat arc tgs jest
niewspoimierny z .

Rozwigzanie
Niech ¢ = 2arctg g Wtedy
2ab a’ — b?
tgp = 21 oraz cos @ = o
Mozemy zalozy¢, ze utamek g jest nieskracalny. Wtedy
2
(a) utamek pea jest nieskracalny;
(b) a® 4+ b* > 4.
Zatem
4b*
2COS§0:2+m¢Z. (1)

Nastepnie pokazemy, ze jesli kat ¢ jest wspotmierny z 7 oraz cos ¢ jest liczba wymierna,
to 2 cos ¢ musi by¢ liczba calkowita i w ten sposéb uzyskamy sprzecznosé z (1).
Niech a, =2cosnp i x = 2cos p. Wtedy ze znanego wzoru trygonometrycznego mamy

TAp = Qpt1 + Ap—1.

Indukcyjnie mozna wykazac, ze a,, jest wielomianem stopnia n zmiennej x, i ze ten wielomian
ma wspoOtezynniki catkowite, przy czym wspotezynnik przy " jest réwny 1. Np.

a=1, a =z, ay = 12 — 1, az = z° — 2, ay =zt - 322 + 1.
Oznaczmy ten wielomian przez p,(x). Tzn.
2cosny = py(x).
Jesli kat ¢ jest wspdtmierny z 7, to dla pewnego n mamy
2 =2cosny = py(x).

To réwnanie ma pierwiastki catkowite lub niewymierne. Zatem x = 2cos ¢ jest liczba calko-
wita.



