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De�nicja 1. (programowanie liniowe (LP), [3, s. 14])
Zagadnienie programowania liniowego (LP) polega na znalezieniu zbioru nieujemnych warto-
±ci zmiennych, minimalizuj¡cych liniow¡ funkcj¦ celu i speªniaj¡cych pewien zbiór ogranicze«
liniowych.

De�nicja 2. (standardowa posta¢ LP, [3, s. 14])
Znale¹¢ minimum

z = cTx

przy warunkach
Ax ≤ b,
x ≥ 0,

gdzie A jest dan¡ macierz¡ o wymiarach m × n, m ≤ n, c jest n�elementowym wektorem
kosztów, b jest wektorem o m skªadowych, a x jest wektorem niewiadomych o n skªadowych.

Dalej poj¦cia s¡ wziete z [1, pp. 42�50].

De�nicja 3. (wielo±cian)
P = {x ∈ Rn : Ax ≥ b}

gdzie A ∈ Rn×n, b ∈ Rn.

De�nicja 4. (hiperpªaszczyzna)

{x ∈ Rn : xTa = b}

gdzie a 6= 0, a ∈ Rn b ∈ R.

De�nicja 5. (zbiór wypukªy)

S ⊂ Rn� wypukªy ⇐⇒ ∀x,y∈S∀λ∈[0,1] : λx+ (1− λ)y ∈ S.

De�nicja 6. (wypukªa otoczka)

{λ1x1 + . . .+ λnx
n : λ1 + . . .+ λn = 1, gdzie λi ≥ 0}.

De�nicja 7. (punkt ekstremalny) Niech P b¦dzie wielo±cianem:

x ∈ P � ekstremalny ⇐⇒ ¬ ∃y,z∈P, y 6=x, z 6=x∃λ∈[0,1] : x = λy + (1− λ)z.

De�nicja 8. (wierzchoªek) Niech P b¦dzie wielo±cianem:

x ∈ P � wierzchoªek ⇐⇒ ∃c∈Rn∀y∈P, y 6=x : cTx < cTy

Niech b¦dzie dany P ⊂ Rn � wielo±cian:

aTi x ≥ bi, i ∈M1,
aTi x ≤ bi, i ∈M2,
aTi x = bi, i ∈M3,

gdzie M1, M2, M3 � sko«czone zbiory indeksów, ka»dy ai ∈ Rn a bi ∈ R.
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De�nicja 9. (ograniczenie aktywne) Je±li x∗ speªnia aTi x
∗ = bi dla pewnego i ∈M1∪M2∪

M3, to mówimy »e odpowiednie ograniczenie jest aktywne w x∗.

Twierdzenie 1. Niech x∗ ∈ Rn i niech I = {i ∈ I : aTi x
∗ = bi} b¦dzie zbiorem indeksów

aktywnych ogranicze« w x∗. Wtedy nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:
(1) W zbiorze {ai : i ∈ I} istnieje n niezale»nych liniowo wektorów.
(2) lin{ai : i ∈ I} = Rn.
(3) Ukªad równa« aTi x

∗ = bi, i ∈ I wyznacza jednoznacznie rozwi¡zanie.

De�nicja 10.
Niech P b¦dzie wielo±cianem zde�niowanym przez ograniczenia typu równo±ci i nierówno±ci,
oraz niech x∗ ∈ Rn.

(1) Wektor x∗ nazywamy rozwi¡zaniem bazowym, gdy:
(a) wszystkie ograniczenia typu równosci s¡ aktywne,
(b) w±ród ogranicze« aktywnych w x∗ jest n liniowo niezale»nych.

(2) Je±li x∗ jest rozwiazaniem bazowym speªniaj¡cym wszystkie ograniczenia, to wtedy mó-
wimy »e jest to rozwi¡zanie bazowe dopuszczalne.

Twierdzenie 2.
Niech P 6= ∅ b¦dzie wielo±cianem i niech x∗ ∈ P . Wtedy nast¦pujace warunki s¡ równowa»ne:

(1) x∗ jest wierzchoªkiem,
(2) x∗ jest punktem ekstremalnym,
(3) x∗ jest rozwi¡zaniem bazowym dopuszczalnym.

Wniosek 1.
Dla sko«czonej liczby liniowych ogranicze« typu nierówno±¢ istnieje sko«czenie wiele rozwi¡za«
bazowych i rozwi¡za« bazowych dopuszczalnych.

Twierdzenie 3.
Niech b¦d¡ dane ograniczenia Ax = b & x ≥ 0 i zaªó»my, »e m × n macierz A ma liniowo
niezale»ne wiersze. Wektor x ∈ Rn jest rozwi¡zaniem bazowym jedynie wtedy, gdy Ax = b i
istniej¡ indeksy i1, . . . , im o wªasno±ci:

(1) kolumny Ai1 , . . . , Aim s¡ liniowo niezale»ne,
(2) dla i 6∈ {i1, . . . , im}, xi = 0.
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