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Wyktad Nr 06, 07
(wyk. 19 XI, 26 XI 10 r.)

Algorytm sympleks! ? — na liscie: Top 10 Algoritms [2].

Zadanie: min 'z
ograniczone do: Ax = b,
xz > 0.

Oznaczenia: P = {x : Az = b, x > 0} — wieloScian. A macierz m x n z wierszami liniowo
niezaleznymi. A; — i ta kolumna macierzy A, al — i ty wiersz.

Definicja 1. (dopuszczalny kierunek)
Niech x € P. Wektor d € R" nazywamy dopuszczalnym kierunkiem, jesli istnieje dodatnia
liczba 0 dla ktorej zachodzi: © + 0d € P.

Konstrukcja bazowego kierunku:

Niech x bedzie bazowym dopuszczalnym rozwiazaniem, niech 41, ...,4,, beda indeksami bazo-
wych zmiennych i niech B = [A,,, ..., A; | bedzie odpowiedniag macierza bazowa. Mamy?
rp = Bilb.

Rozwazamy przejscie z  do x + 6d przez wyboér niebazowej zmiennej x;. Wymagamy aby
A(x + 0d) = b i oczywiscie zachodzi Az = b. Stad, przy 6 > 0 aby ograniczenie bylo spetione
musi zajs¢ Ad = 0. Poniewaz d; = 11i d; = 0 dla pozostatych niebazowych indekséw, to mamy

0=Ad =Y Adi=> Aydy +A; = Bdg + A;.

i=1 k=1

Stad
dg = —B7'A; jest to j - ty kierunek bazowy.

Z ograniczeniami typy nieujemnego jest jeszcze tatwiej.

A co sie dzieje z funkcja kosztow 7

Definicja 2. (zredukowany koszt)

Niech x bedzie rozwigzaniem bazowym, nich B bedzie odpowiadajgcq bazowqg macierzq © niech cp
bedzie wektorem kosztow wspotrzednych bazowych. Dla kazdego j definiujemy zredukowany koszt
¢; dla zmiennej x;, ktory jest okreslony wzorem:

¢; =cj—cgB A,
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Przyklad 1.
min €121 + CoTy + C3X3 + €42y
Ty +x9y +x3 H+T4 = 2
21’1 +31’3 +4I4 = 2.
T1,Xo, T3, T4 > 0.

ograniczone do

Twierdzenie 1.
Niech x bedzie dopuszczalnym bazowym rozwigzaniem z macierzq bazowg B 1 niech ¢ bedzie
odpowiadajgcym wektorem zredukowanych kosztow.

Zad. 1 Jesli c > 0, wtedy x jest optymalne.

Zad. 2 Jesli x jest optymalne i niezdegenerowane, to wtedy ¢ > 0.

Definicja 3.

Macierz bazowa B nazywamy optymalna, jesl
Zad. 1 B~ ' >0 oraz
Zad. 2 ¢ ="' —cEB71A > (7.

Twierdzenie 2.
Niech
() — B(Z)7 Z# l7
B(i) = { i, i=l
Zad. 1 Jesli kolumny Apgy, 1 # 1 i A; sq lintowo niezalezne, to B jest macierzg bazowg.
Zad. 2 Wektory = x+6*d jest bazowym dopuszczalnym rozwigzaniem zwigzanym z macierzq
bazowqg B.

Przedstawienie metody sympleks

Zalozmy, ze x jest dopuszczalnym rozwigzaniem bazowym i niech ¢; bedzie zredukowanym
kosztem j-tej niebazowej zmiennej. Jesli ¢; > 0, to z twierdzenia (Wyk. 09 tw. 1) x jest
optymalnym rozwiagzaniem i koniec. Jesli natomiast zredukowany koszt ¢; niebazowej zmienne;j
x; jest ujemny, to j-te bazowy kierunek d jest dopuszczalnym kierunkiem w ktérym koszt
maleje.

Algorytm sympleks

Zad. 1 Startujemy z bazy utworzonej z bazowych kolumn A; ,..., A
bazie bazowego rozwigzania dopuszczalnego x.

Zad. 2 Obliczamy zredukowane koszty ¢; = ¢; — c5B™1A; dla wszystkich niebazowych in-
deksow 7. Jesli wszystkie obliczone koszty sa nieujemne, to aktualne rozwigzanie bazowe
dopuszczalne jest optymalne i algorytm konczy dziatanie. W przeciwnym przypadku istnieje
J dla ktorego ¢; < 0.

i odpowiadajacego tej
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Zad. 3 Obliczamy u = B~ A;. Jesli wszystkie skladowe u sa niedodatnie, to mamy 6* = oo i
optymalny koszt wynosi —oo. Konczymy algorytm.

Zad. 4 Jesli jakas sktadowa u jest dodatnia,to niech

x.
0 = min S
Zad. 5 Niech indeks ¢ spelnia 6* = z;,/uy. Tworzymy nowa baze zamieniajac A;, z A;. Jesli
y jest nowym dopuszczalnym bazowym rozwiazaniem, to wartosci sktadowych y; = 0* oraz

Twierdzenie 3.

Zatozmy, ze zbior rozwigzan dopuszczalnych jest niepusty i ze kazde dopuszczalne bazowe rozwig-
zanie jest niezdegenerowane. Wiedy algorytm sympleks skorniczy swoje dziatanie po skonczonej
liczbie krokow z wynikiem:

(a) Otrzymalismy optymalng baze B i zwigzane z nig dopuszczalne bazowe rozwigzanie, ktore
jest optymalne.

(b) Znalezlismy wektor d spetniajocy Ad = 0, d > 0icl'd < 0. Optymalny koszt wynosi
—00.
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