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Wykªad Nr 06, 07
(wyk. 19 XI, 26 XI 10 r.)

Algorytm sympleks1 2 � na li±cie: Top 10 Algoritms [2].

Zadanie: min cTx
ograniczone do: Ax = b,

x ≥ 0.

Oznaczenia: P = {x : Ax = b, x ≥ 0} � wielo±cian. A macierz m × n z wierszami liniowo
niezaleznymi. Ai � i ta kolumna macierzy A, aTi � i ty wiersz.

De�nicja 1. (dopuszczalny kierunek)
Niech x ∈ P . Wektor d ∈ Rn nazywamy dopuszczalnym kierunkiem, jesli istnieje dodatnia

liczba θ dla której zachodzi: x+ θd ∈ P .

Konstrukcja bazowego kierunku:

Niech x b¦dzie bazowym dopuszczalnym rozwiazaniem, niech i1, . . . , im b¦d¡ indeksami bazo-
wych zmiennych i niech B = [Ai1 , . . . , Aim ] b¦dzie odpowiedni¡ macierz¡ bazow¡. Mamy3

xB = B−1b.

Rozwa»amy przej±cie z x do x + θd przez wybór niebazowej zmiennej xj. Wymagamy aby
A(x+ θd) = b i oczywi±cie zachodzi Ax = b. St¡d, przy θ > 0 aby ograniczenie byªo speªnione
musi zaj±¢ Ad = 0. Poniewa» dj = 1 i di = 0 dla pozostaªych niebazowych indeksów, to mamy

0 = Ad =
n∑

i=1

Aidi =
m∑
k=1

Aikdik + Aj = BdB + Aj.

St¡d
dB = −B−1Aj jest to j � ty kierunek bazowy.

Z ograniczeniami typy nieujemnego jest jeszcze ªatwiej.

A co si¦ dzieje z funkcj¡ kosztów ?

De�nicja 2. (zredukowany koszt)
Niech x b¦dzie rozwi¡zaniem bazowym, nich B b¦dzie odpowiadaj¡c¡ bazow¡ macierz¡ i niech cB
b¦dzie wektorem kosztów wspóªrz¦dnych bazowych. Dla ka»dego j de�niujemy zredukowany koszt

c̄j dla zmiennej xj, który jest okre±lony wzorem:

c̄j = cj − cTBB−1Aj.

1 http://pl.wikipedia.org/wiki/Algorytm_sympleksowy
2 http://en.wikipedia.org/wiki/Simplex_algorithm
3 Wyk. Nr 05
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Przykªad 1.
min c1x1 + c2x2 + c3x3 + c4x4

ograniczone do
x1 +x2 +x3 +x4 = 2

2x1 +3x3 +4x4 = 2.
x1, x2, x3, x4 ≥ 0.

Twierdzenie 1.
Niech x b¦dzie dopuszczalnym bazowym rozwi¡zaniem z macierz¡ bazow¡ B i niech c̄ b¦dzie

odpowiadaj¡cym wektorem zredukowanych kosztów.

Zad. 1 Je±li c̄ ≥ 0, wtedy x jest optymalne.

Zad. 2 Je±li x jest optymalne i niezdegenerowane, to wtedy c̄ ≥ 0.

De�nicja 3.
Macierz bazowa B nazywamy optymalna, je±li

Zad. 1 B−1b ≥ 0 oraz

Zad. 2 c̄T = cT − cTBB−1A ≥ 0T .

Twierdzenie 2.
Niech

B̄(i) =

{
B(i), i 6= l,
j, i = l.

Zad. 1 Je±li kolumny AB(i), i 6= l i Aj s¡ liniowo niezale»ne, to B̄ jest macierz¡ bazow¡.

Zad. 2 Wektor y = x+θ∗d jest bazowym dopuszczalnym rozwi¡zaniem zwi¡zanym z macierz¡

bazow¡ B̄.

Przedstawienie metody sympleks

Zaªó»my, »e x jest dopuszczalnym rozwi¡zaniem bazowym i niech c̄j b¦dzie zredukowanym
kosztem j-tej niebazowej zmiennej. Je±li c̄j ≥ 0, to z twierdzenia (Wyk. 09 tw. 1) x jest
optymalnym rozwi¡zaniem i koniec. Je±li natomiast zredukowany koszt c̄j niebazowej zmiennej
xj jest ujemny, to j-te bazowy kierunek d jest dopuszczalnym kierunkiem w którym koszt
maleje.

Algorytm sympleks

Zad. 1 Startujemy z bazy utworzonej z bazowych kolumn Ai1 , . . . , Aim i odpowiadaj¡cego tej
bazie bazowego rozwi¡zania dopuszczalnego x.

Zad. 2 Obliczamy zredukowane koszty c̄j = cj − cTBB
−1Aj dla wszystkich niebazowych in-

deksów j. Je±li wszystkie obliczone koszty s¡ nieujemne, to aktualne rozwi¡zanie bazowe
dopuszczalne jest optymalne i algorytm ko«czy dziaªanie. W przeciwnym przypadku istnieje
j dla którego c̄j < 0.
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Zad. 3 Obliczamy u = B−1Aj. Je±li wszystkie skªadowe u s¡ niedodatnie, to mamy θ∗ =∞ i
optymalny koszt wynosi −∞. Ko«czymy algorytm.

Zad. 4 Je±li jaka± skªadowa u jest dodatnia,to niech

θ∗ = min
{k=1,...,m|uk>0}

xik
uk
.

Zad. 5 Niech indeks ` speªnia θ∗ = xi`/u`. Tworzymy now¡ baz¦ zamieniaj¡c Ai` z Aj. Je±li
y jest nowym dopuszczalnym bazowym rozwiazaniem, to warto±ci skªadowych yj = θ∗ oraz
yik = xik − θ∗uk, k 6= `.

Twierdzenie 3.
Zaªó»my, »e zbiór rozwi¡za« dopuszczalnych jest niepusty i »e ka»de dopuszczalne bazowe rozwi¡-

zanie jest niezdegenerowane. Wtedy algorytm sympleks sko«czy swoje dziaªanie po sko«czonej

liczbie kroków z wynikiem:

(a) Otrzymali±my optymaln¡ baz¦ B i zwi¡zane z ni¡ dopuszczalne bazowe rozwi¡zanie, które

jest optymalne.

(b) Znale¹li±my wektor d speªniaj¡cy Ad = 0, d ≥ 0 i cTd < 0. Optymalny koszt wynosi

−∞.
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