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Wykªad Nr 08
(wyk. 3 XII 10 r.)

Algorytm sympleks � Tablica sympleks1(Simplex Tableaux).
Posta¢ tablicy sympleks i przykªad s¡ z [4] oraz [2], gdzie dodatkowo na stronie Example LP3:
Using the Simplex Tableau2 jest pogl¡dowa animacja.

Twórca � George Dantzig, USA 1947 rok
Cel: rozwi¡zywanie zadania programowania liniowego okre±lonego w postaci standardowej:

min cTx
przy warunkach: Ax = b,

x > 0.

Oznaczenia: P = {x ∈ Rn : Ax = b, x > 0} � wielo±cian. A macierz m×n z wierszami liniowo
niezale»nymi. Oznaczenia: Ai � i ta kolumna macierzy A, aTi � i ty wiersz.

Funkcja celu f(x1, . . . , xn) = cTx = c1x1 + . . . + cnxn −→ min,
szukamy minimum przy warunkach:

a11x1 + . . .+ a1nxn = b1
...

. . .
...

am1x1 + . . .+ amnxn = bm

, x1 > 0, . . . , xn > 0, b1 > 0, . . . , bm > 0.

W skrócie:

min{cTx : Ax = b, x > 0}, gdzie A =

 a11 . . . a1n
...

. . .
...

am1 . . . amn

 , b =

 b1
...
bm

 , x =

 x1
...
xn

 , c =

 c1
...
cn


Zakªadamy (oczywi±cie m < n !), »e rz(A) = m.

Schemat przeszukiwania: Zaczynaj¡c od pewnego rozwi¡zania bazowego dopuszczalnego, prze-
chodzimy kolejno do innych rozwi¡za« bazowych dopuszczalnych, w ka»dym kroku zast¦puj¡c
jeden element zbioru bazowego innym, dopóki da si¦ pomniejsza¢ warto±¢ funkcji celu f .

Interpretacja geometryczna: Rozwi¡zania bazowe dopuszczalne = wierzchoªki wielo±cianu (zbioru
dopuszczalnego) P . Wymiana jednego elementu w zbiorze bazowym = przej±cie do s¡siedniego
(tzn. poª¡czonego kraw¦dzi¡) wierzchoªka wielo±cianu P . W¦drówk¦ po wierzchoªkach ko«-
czymy w wierzchoªku �najni»szym� w sensie funkcji celu f .

Przykªad (Szczegóªy metody sympleks):
Szukamy najwi¦kszej warto±ci funkcji g(x1, x2) = 15x1 + 10x2, przy ograniczeniach
(∗) x1 > 0, x2 > 0, x1 6 2, x2 6 3, x1 + x2 6 4.

Sprowadzamy zagadnienie do postaci standardowej, wprowadzaj¡c dodatkowe zmienne x3, x4, x5,

1 Za [4] i [5] przyj¦li±my nazw¦ tablica sympleks w [6] jest tabela simpleksowa.
2 http://optlab-server.sce.carleton.ca/POAnimations2007/SimplexTableau.html
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zast¦puj¡c nierówno±ci (∗) nast¦puj¡cym ukªadem równo±ci i nierówno±ci elementarnych:

x1 + x3 = 2
x2 + x4 = 3
x1 + x2 + x5 = 4
x1 > 0, . . . , x5 > 0

za± maksymalizacj¦ funkcji g minimalizacj¡ funkcji f(x1, x2, x3, x4, x5) = −15x1−10x2. Inaczej
mo»na to zadanie zapisa¢ w postaci f(x1, x2, x3, x4, x5) = −15x1 − 10x2 −→ min przy

Ax = b, x > 0, gdzie A =

 1 0 1 0 0
0 1 0 1 0
1 1 0 0 1

 , x =


x1

x2

x3

x4

x5

 , b =

 2
3
4

 ,

Utworzymy tzw. tablic¦ sympleks, skªadaj¡c¡ si¦ z macierzy bazowego ukªadu równa« za-
dania programowania liniowego, rozszerzonej o wiersz nazwany wierszem funkcji celu repre-
zentuj¡cy równanie z = f(x1, x2, x3, x4, x5) ⇐⇒ z − f(x1, x2, x3, x4, x5) = 0, gdzie z jest
pewn¡ dodatkow¡ zmienn¡ i pewn¡ pomocnicz¡ kolumn¦ tzw. kolumn¦ ilorazów, która po-
zwoli nam podj¡¢ decyzj¦ usuni¦cia zmiennej z ukªadu bazowego i kolumn¦ reprezentuj¡c¡
wybór zmiennych ukªadu bazowego. Pocz¡tkowym rozwi¡zaniem bazowym dopuszczalnym jest
(x1, x2, x3, x4, x5) = (0, 0, 2, 3, 4).

zmienna bazowa z x1 x2 x3 x4 x5 b iloraz
x3 0 1 0 1 0 0 2 ∗
x4 0 0 1 0 1 0 3 ∗
x5 0 1 1 0 0 1 4 ∗

wiersz f 1 15 10 0 0 0 0

Wwierszu f (funkcji celu) wyst¦puj¡ w kolumnach zmiennych x1, x2 wyrazy dodatnie. Oznacza
to, »e mo»na poprawi¢ (zmniejszy¢) funkcj¦ celu przechodz¡c do nowego rozwi¡zania bazowego
dopuszczalnego. Jako now¡ zmienn¡ bazow¡ wybieramy x1, kieruj¡c si¦ tym, »e w jej kolumnie
w wierszu f jest najwi¦ksza liczba.

Musimy równie» wybra¢ spo±ród zmiennych x3, x4, x5, t¡, która opu±ci zbiór zmiennych bazo-
wych. W tym celu obliczamy ilorazy wyrazów staªych z kolumny b przez odpowiadaj¡ce im
elementy w kolumnie nowej zmiennej bazowej x1 � o ile elementy te s¡ dodatnie (je±liby takich
elementów nie byªo, oznaczaªoby to, »e f nie jest ograniczona z doªu na P ).

zmienna bazowa z x1 x2 x3 x4 x5 b iloraz
w1 : x3 0 1 0 1 0 0 2 2/1 = 2
w2 : x4 0 0 1 0 1 0 3 nd
w3 : x5 0 1 1 0 0 1 4 4/1 = 4
wf : wiersz f 1 15 10 0 0 0 0
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Najmniejszy z ilorazów = 2, w jego wierszu w1 jest 1 w kolumnie zmiennej bazowej x3 z tej to
przyczyny zmienna ta opuszcza zmienne bazowe. Operacjami: w̄3 := w3−w1, w̄f := wf − 15w1

budujemy now¡ tablic¦ � wzgl¦dem zmiennych x1, x4, x5.

zmienna bazowa z x1 x2 x3 x4 x5 b iloraz
w̄1 : x1 0 1 0 1 0 0 2 ∗
w̄2 : x4 0 0 1 0 1 0 3 ∗
w̄3 : x5 0 0 1 −1 0 1 2 ∗
w̄f : wiersz f 1 0 10 −15 0 0 −30

Nowym rozwi¡zaniem bazowym dopuszczalnym jest (x1, x2, x3, x4, x5) = (2, 0, 0, 3, 2), warto±¢
f odczytujemy w wf , kolumny b: mamy z = −30. Znów w wierszu funkcji celu zauwa»amy
element dodatni 10 w rubryce x2. Zatem mo»na poprawi¢ warto±¢ f . Now¡ zmienn¡ bazow¡
jest x2, zmienn¡ opuszczaj¡c¡ zmienne bazowe wyznacza test ilorazów:

zmienna bazowa z x1 x2 x3 x4 x5 b iloraz
w1 : x1 0 1 0 1 0 0 2 nd
w2 : x4 0 0 1 0 1 0 3 3/1 = 3
w3 : x5 0 0 1 −1 0 1 2 2/1 = 2
wf : wiersz f 1 0 10 −15 0 0 −30

Jest ni¡ x5. Przy pomocy operacji w̄2 := w2−w3, w̄f := wf − 10w3 tworzymy nast¦pn¡ tablic¦
sympleks:

zmienna bazowa z x1 x2 x3 x4 x5 b iloraz
w̄1 : x1 0 1 0 1 0 0 2 ∗
w̄2 : x4 0 0 0 1 1 −1 1 ∗
w̄3 : x2 0 0 1 −1 0 1 2 ∗
w̄f : wiersz f 1 0 0 −5 0 −10 −50

Tym razem w wierszu f w kolumnach zmiennych x1, . . . , x5 nie ma dodatnich elementów - tzn.
jeste±my w minimum= −50. Znalezione rozwi¡zanie bazowe dopuszczalne to (x1, x2, x3, x4, x5) =
(2, 2, 0, 1, 0). Zatem rozwi¡zanie pierwotnego problemu, to max(g) = 50, w punkcie (x1, x2) =
(2, 2).
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Mody�kacja przykªadu 3.5 z [1, ss. 101�103]:

Szukamy najmniejszej warto±ci funkcji f(x1, x2, x3) = −10x1 − 12x2 − 12x3 −→ min, przy
ograniczeniach x1 + 2x2 + 2x3 6 20, 2x1 + x2 + 2x3 6 20, 2x1 + 2x2 + x3 6 20 i x1 > 0, x2 > 0,
x3 > 0.

Po sprowadzeniu zagadnienia do postaci standardowej, przez wprowadzenie zmiennych pomoc-
niczych x4, x5, x6, przedstawiamy zadanie w postaci zapisu macierzowego:

min{cTx : Ax = b, x > 0}

gdzie A =

 1 2 2 1 0 0
2 1 2 0 1 0
2 2 1 0 0 1

, c =

 −10
−12
−12

, b =

 20
20
20

, x =


x1

x2

x3

x4

x5

x6

.
Tak jak poprzednio tworzymy tablic¦ sympleks oznaczaj¡c:
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z = f(x1, x2, x3, x4, x5, x6) = −10x1 − 12x2 − 12x3. Tyma razem w tablicy sympleks nie ma
kolumny oznaczonej jako z. Pocz¡tkowym rozwi¡zaniem bazowym dopuszczalnym jest
(x1, x2, x3, x4, x5, x6) = (0, 0, 0, 20, 20, 20). Przy przyj¦tych oznaczeniach, zechcemy poprzez
dopuszczalne operacje wykonane na tablicy sympleks, pozby¢ si¦ ujemnych warto±ci w wierszu

f .

zmienna bazowa x1 x2 x3 x4 x5 x6 b iloraz
x4 1 2 2 1 0 0 20 ∗
x5 2 1 2 0 1 0 20 ∗
x6 2 2 1 0 0 1 20 ∗

wiersz f −10 −12 −12 0 0 0 0

Z uwagi na ujemn¡ warto±¢ w wierszu f , wybieramy now¡ zmienn¡ bazow¡ x1 oraz obliczamy
ilorazy:

zmienna bazowa x1 x2 x3 x4 x5 x6 b iloraz
w1 : x4 1 2 2 1 0 0 20 20/1 = 20
w2 : x5 2 1 2 0 1 0 20 20/2 = 10
w3 : x6 2 2 1 0 0 1 20 20/2 = 10
wf : wiersz f −10 −12 −12 0 0 0 0

Z testu ilorazów wynika, »e zmienn¡ opuszczaj¡c¡ zmienne bazowe jest zmienna x5. Na tablicy
sympleks dokonujemy odpowiadaj¡ce temu faktowi dopuszczalne przeksztaªcenia:
w̄1 := w1 − 1

2
w2, w̄3 := w3 − w2, w̄f := wf + 5w2, w̄2 := 1

2
w2

Otrzymujemy w ten sposób now¡ tablic¦ sympleks

zmienna bazowa x1 x2 x3 x4 x5 x6 b iloraz
w̄1 : x4 0 1.5 1 1 −0.5 0 10 ∗
w̄2 : x1 1 0.5 1 0 0.5 0 10 ∗
w̄3 : x6 0 1 −1 0 −1 1 0 ∗
wf : wiersz f 0 −7 −2 0 5 0 100

Ograniczenia odpowiadaj¡ce tak otrzymanej tablicy przedstawiaj¡ si¦ nast¦puj¡co:


1.5 x2 + x3 + x4 − 0.5x5 = 10

x1 + 0.5 x2 + x3 + 0.5x5 = 10
x2 − x3 − x5 + x6 = 0

Z analizy wiersza f wybieramy now¡ zmienn¡ bazow¡ x3 i tworzymy ilorazy:

zmienna bazowa x1 x2 x3 x4 x5 x6 b iloraz
w1 : x4 0 1.5 1 1 −0.5 0 10 10/1 = 10
w2 : x1 1 0.5 1 0 0.5 0 10 10/1 = 10
w3 : x6 0 1 −1 0 −1 1 0 nd
wf : wiersz f 0 −7 −2 0 5 0 100
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Z testu ilorazów wynika, »e mo»emy usun¡¢ zmienn¡ x4. Dokonujemy tego poprzez operacje:
w̄2 := w2 − w1, w̄3 := w3 + w1, w̄f := wf + 2w1

zmienna bazowa x1 x2 x3 x4 x5 x6 b iloraz
w̄1 : x3 0 1.5 1 1 −0.5 0 10 ∗
w̄2 : x1 1 −1 0 −1 1 0 0 ∗
w̄3 : x6 0 2.5 0 1 −1.5 1 10 ∗
w̄f : wiersz f 0 −4 0 2 4 0 120

Kolejna tablica sympleksowa przedstawia si¦ nast¦puj¡co:

zmienna bazowa x1 x2 x3 x4 x5 x6 b iloraz
w1 : x3 0 1.5 1 1 −0.5 0 10 10/1.5 ≈ 6.67
w2 : x1 1 −1 0 −1 1 0 0 nd
w3 : x6 0 2.5 0 1 −1.5 1 10 10/2.5 = 4
wf : wiersz f 0 −4 0 2 4 0 120

Pozostaje nam tu pozby¢ si¦ z wiersza f warto±ci ujemnej −4, dokonujemy tego poprzez ope-
racje: w̄1 := w1 − 0.6w3, w̄2 := w2 + 0.4w3, w̄f := wf + 1.6w3, w̄3 := 0.4w3

zmienna bazowa x1 x2 x3 x4 x5 x6 b iloraz
w̄1 : x3 0 0 1 0.4 0.4 −0.6 4 ∗
w̄2 : x1 1 0 0 −0.6 0.4 0.4 4 ∗
w̄3 : x2 0 1 0 0.4 −0.6 0.4 4 ∗
w̄f : wiersz f 0 0 0 3.6 1.6 1.6 136

Otrzymali±my w ten sposób, »e:

min{cTx : Ax = b, x > 0} = −136

i jest osi¡gni¦te w punkcie (x1, x2, x3) = (4, 4, 4).
Uwaga: Do sprawdzenia oblicze« polecam stron¦ [3].
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Wrocªaw, dnia 06/12/2010
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