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Wyktad Nr 08
(wyk. 3 XIT 10 r.)

Algorytm sympleks — Tablica sympleks'(Simplex Tableaux).
Postaé tablicy sympleks i przyktad sa z [4] oraz |2], gdzie dodatkowo na stronie Example LP3:
Using the Simplex Tableau? jest pogladowa animacja.

Tworca — George Dantzig, USA 1947 rok
Cel: rozwigzywanie zadania programowania liniowego okre$lonego w postaci standardowe;j:

min ¢’z
przy warunkach: Az =0,
z = 0.

Oznaczenia: P = {zx € R": Az = b, x > 0} — wieloscian. A macierz m x n z wierszami liniowo
niezaleznymi. Oznaczenia: A; — i ta kolumna macierzy A, al — i ty wiersz.

Funkcja celu f(xy,...,2,) =’z =ciwy + ... + ¢z, — min,
szukamy minimum przy warunkach:

a111 + ...+ a1pT, = bl
: : s 1’120,...,$n20, b120,,bm20
A1t + ...+ T, = by,
W skrocie:
a1 ... QAp bl T C1
min{c’z : Az = b, v > 0}, gdzie A = | : R o= 1| yr= | ,C =
Am1 --- Qmn bm Tn Cp,

Zaktadamy (oczywiscie m < n !), ze rz(A) = m.

Schemat przeszukiwania: Zaczynajac od pewnego rozwigzania bazowego dopuszczalnego, prze-
chodzimy kolejno do innych rozwigzan bazowych dopuszczalnych, w kazdym kroku zastepujac
jeden element zbioru bazowego innym, dopoki da sie pomniejszaé¢ wartosé funkcji celu f.

Interpretacja geometryczna: Rozwigzania bazowe dopuszczalne = wierzchotki wielo$cianu (zbioru
dopuszczalnego) P. Wymiana jednego elementu w zbiorze bazowym = przejscie do sasiedniego
(tzn. potaczonego krawedzia) wierzchotka wieloscianu P. Wedréwke po wierzchotkach kon-
czymy w wierzchotku ,najnizszym” w sensie funkcji celu f.

Przykltad (Szczegoly metody sympleks):
Szukamy najwiekszej wartosci funkeji g(z1, z9) = 1521 4+ 1024, przy ograniczeniach
(¥) z1 20, 22 20,21 <2, 29 <3, 11+ 22 < 4.

Sprowadzamy zagadnienie do postaci standardowej, wprowadzajac dodatkowe zmienne x3, x4, Ts,

L Za [4] i [5] przyjelismy nazwe tablica sympleks w [6] jest tabela simpleksowa.
2 http://optlab-server.sce.carleton.ca/POAnimations2007 /SimplexTableau.html
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zastepujac nieréwnosci (x) nastepujacym uktadem réownosci i nieréwnosci elementarnych:

r1+ 13 =2
x2+x4:3
$1+ZE2+$5:4
$1>0,...,I5>0

za$ maksymalizacje funkcji ¢ minimalizacj funkcji f (1, x2, 3, 24, x5) = —1521 — 10x2. Inaczej
mozna to zadanie zapisa¢ w postaci f(x1, 2, 3, T4, x5) = —1521 — 1029 — min przy
L1
10100 T 2
Ar=b, >0, gdzie A=|10 1 0 1 0 |,z=|23 |,b=1| 31|,
11001 Ty 4
L5

Utworzymy tzw. tablice sympleks, sktadajaca sie z macierzy bazowego uktadu réwnan za-
dania programowania liniowego, rozszerzonej o wiersz nazwany wierszem funkcji celu repre-
zentujacy rownanie z = f(xy, 29,23, 74,75) <= 2z — f(x1,%9, 73,24, 75) = 0, gdzie z jest
pewng dodatkowa zmienng i pewna pomocniczg kolumne tzw. kolumne ilorazow, ktéra po-
zwoli nam podja¢ decyzje usuniecia zmiennej z uktadu bazowego i kolumne reprezentujaca
wybo6r zmiennych uktadu bazowego. Poczatkowym rozwigzaniem bazowym dopuszczalnym jest
(171,I2,[E37l’4,l’5) = (O, 0,273,4).

zmienna bazowa | 2 | x1 | 2 | 23 | x4 | x5 | b | iloraz
T3 Of1 1011|002 *
Ty 0Oj0o|1]0]1]0]|3 *
Tx Ol1(1(0[0|1]4 *
wiersz f 1115(101 0] 0|00

W wierszu f (funkgji celu) wystepuja w kolumnach zmiennych x, x5 wyrazy dodatnie. Oznacza
to, ze mozna poprawi¢ (zmniejszy¢) funkcje celu przechodzac do nowego rozwiazania bazowego
dopuszczalnego. Jako nowa zmienng bazowa wybieramy x1, kierujac sie tym, ze w jej kolumnie
w wierszu [ jest najwieksza liczba.

Musimy réowniez wybraé sposrod zmiennych 3, x4, 5, tg, ktéra opusci zbiér zmiennych bazo-
wych. W tym celu obliczamy ilorazy wyrazow statych z kolumny b przez odpowiadajace im
elementy w kolumnie nowej zmiennej bazowej x1 — o ile elementy te sa dodatnie (jesliby takich
elementow nie byto, oznaczaloby to, ze f nie jest ograniczona z dolu na P).

zmienna bazowa | 2 | 1 | 2 | 3 | x4 | x5 | b | iloraz
wy : X3 0| 1]0]1]0[|0]|2[2/1=2
Wy : Ty 0 11011013 nd
ws Ts O 1 ]1]0]0|1][4](4/1=4
wy wiersz f 1/15{10{ 00|00
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Najmniejszy z ilorazow = 2, w jego wierszu w; jest 1 w kolumnie zmiennej bazowej x3 z tej to
przyczyny zmienna ta opuszcza zmienne bazowe. Operacjami: W3 1= wz —wy, Wy := wy — 15wy
budujemy nowa tablice — wzgledem zmiennych x, 24, 5.

zmienna bazowa | z | 1 | o T3 | T4 | T b | iloraz
Wy : 1 0O} 1] 0 11 0| 0 2 *
W - Ty 0| 0] 1 O 1] 0 3 *
W3 : T5 0 0 1 -1 0 1 2 *
Wy : wiersz f 110710 =15 0| O|—=30

Nowym rozwigzaniem bazowym dopuszczalnym jest (xi,xe, 3, x4, 75) = (2,0,0,3,2), wartos¢
f odezytujemy w wy, kolumny b: mamy 2z = —30. Znéw w wierszu funkcji celu zauwazamy
element dodatni 10 w rubryce z5. Zatem mozna poprawi¢ wartos¢ f . Nowa zmienna bazowa
jest x9, zmienna opuszczajaca zmienne bazowe wyznacza test ilorazow:

zmienna bazowa | z | 1 | X9 T3 | T4 | T b | iloraz
wy - T 0O} 1] 0O 11 0 0 2 nd
Wy Ty 0] 0 1 0 1[0 313/1=3
ws X5 O 0| 1| =1 0 1 212/1=2
wy wiersz f 11 0(10|—-15| 0] 0| —30

Jest nig x5. Przy pomocy operacji w; := wy — w3, Wy := wy — 10ws tworzymy nastepna tablice
sympleks:

zmienna bazowa | z | x1 | T2 | X3 | x4 Ts b | iloraz
Wy : 1 O 1] 0 11 0 0 2 *
Wy : T4 o 0y 0] 1| 1] -1 1 *
Ws : ) 0 0 1]-1 0 1 2 *
Wy : wiersz f 100 0]=5| 0]—=10| =50
Tym razem w wierszu f w kolumnach zmiennych x, ..., x5 nie ma dodatnich elementéow - tzn.
jestesmy w minimum= —50. Znalezione rozwiazanie bazowe dopuszczalne to (z1, x9, T3, T4, T5) =

(2,2,0,1,0). Zatem rozwigzanie pierwotnego problemu, to max(g) = 50, w punkcie (x1,z5) =
(2,2).

Modyfikacja przyktadu 3.5 z [1, ss. 101-103]:

Szukamy najmniejszej wartosci funkeji f(zq,xe,23) = —10x; — 1229 — 1223 — min, przy
ograniczeniach x; + 2x9 + 2x3 < 20, 221 + 29 + 223 < 20, 221 + 229 + 23 < 20121 = 0, 25 >0,

Po sprowadzeniu zagadnienia do postaci standardowej, przez wprowadzenie zmiennych pomoc-
niczych x4, x5, xg, przedstawiamy zadanie w postaci zapisu macierzowego:

min{c'z: Ar =b, z > 0}

X

122100 —10 20 2

gdzie A=[2 12010/, e=|-12|, b=]20], 2=
22100 1 —12 20 T4

X5

_x(j_

Tak jak poprzednio tworzymy tablice sympleks oznaczajac:
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z = f(x1, 29,23, T4, 5, 26) = —10x1 — 1229 — 1223. Tyma razem w tablicy sympleks nie ma
kolumny oznaczonej jako z. Poczatkowym rozwiazaniem bazowym dopuszczalnym jest

(21, 29, 3,24, T5,26) = (0,0,0,20,20,20). Przy przyjetych oznaczeniach, zechcemy poprzez
dopuszczalne operacje wykonane na tablicy sympleks, pozby¢ sie ujemnych wartosci w weerszu

f.

zmienna bazowa 1 T T3 | x4 | x5 | xg | b|iloraz
Ty 201 107]01]20 *
Ts 2 1 210111020 *
T 2 2 110017120 *
wiersz f —-10|—-12| =121 0| 0| O] O

Z uwagi na ujemna warto$¢ w wierszu f, wybieramy nowa zmienng bazowa x, oraz obliczamy
ilorazy:

zmienna bazowa 1 T T3 | Ta | x5 | 26| b iloraz
wy - x4 1 2 2/ 1/101]01]20/]20/1=20
Wy : X5 2 1 2/0]1]10(20]20/2=10
w3 - T 2 2 1{0|0]11]20]20/2=10
wy wiersz f -10|—-12| =12 0| 0|0 | O

Z testu ilorazow wynika, ze zmienng opuszczajaca zmienne bazowe jest zmienna xs. Na tablicy
sympleks dokonujemy odpowiadajace temu faktowi dopuszczalne przeksztatcenia:

Wy = W, — %wg, Wg = W3 — Wa, wf = wy + 511)2, Wy = %wg

Otrzymujemy w ten sposob nowa tablice sympleks

zmienna bazowa | £1 | o | X3 | T4 Ts | Tg b | iloraz
Wy : Ty 0115 1 1|-05] 0| 10 *
Wy : 1 1105 11 0] 05| 0| 10 *
W3 : Tg 0 1]—-1] 0] —-1] 1 0 *
wy wiersz f 0|-7(-2| 0 51 0100

Ograniczenia odpowiadajace tak otrzymanej tablicy przedstawiaja sie nastepujaco:

1529 +x3 + x4 — 0.525 =10
r1 +05x9 + 23 + 0.5z =10
Ty — X3 — 5 +xTg = 0

7 analizy wiersza f wybieramy nowa zmienng bazowa x3 i tworzymy ilorazy:

zmienna bazowa | x1 | T2 | X3 | x4 Ty | Tg b iloraz
wy - X4 015 1| 1]-05| 0| 10|10/1=10
Wy : 1 110.5 1/ 0] 05| 0] 10/10/1=10
w3 : Tg 0 (-1} 0 —1] 1 0 nd
wy wiersz f 0|-7/-2|0 51 0100
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7 testu ilorazéw wynika, ze mozemy usuna¢ zmienna x4. Dokonujemy tego poprzez operacje:
Wy = Wg — Wy, ’(1_)3 = w3 + w1, U_)f = Wy + 211)1

zmienna bazowa | x1 | %2 | 23| T4 Ty | Tg b | iloraz
w1 - T3 015 1 11-0.5 0] 10 *
Wy T 1|—-1] 0|-1 1] 0 0 *
W3 - T 0125 0| 1]—-15] 1| 10 *
Wy wiersz f 0|—-4| 0| 2 41 0120
Kolejna tablica sympleksowa przedstawia sie nastepujaco:
zmienna bazowa | T1 | X2 | X3 | T4 Ts | Tg b iloraz
wy : x3 0|15 1| 1]-05| 0] 10|10/1.5~6.67
Wy - 1 1|-1] 0]|-1 11 0 0 nd
w3 - Xg 025 0| 1|-15] 1| 10| 10/25=14
wy wiersz f 0|—-4| 0| 2 41 0120

Pozostaje nam tu pozby¢ sie z wiersza f wartosci ujemnej —4, dokonujemy tego poprzez ope-
racje: wy = wy — 0.6ws, Wy 1= wy + 0.4ws, Wy 1= wy + 1.6ws, w3 := 0.4ws

zmienna bazowa | T1 | X2 | T3 T4 Ts Te b | iloraz
Wy : T3 0| O 1| 04| 04| -0.6 4 *
Wy : 1 11 0 0]—-06]| 04| 0.4 4 *
W3 To O 11 0 04| —-0.6 0.4 4 *
Wy : wiersz f 0] 0|l 0] 36| 16| 16|136

Otrzymaliémy w ten sposob, ze:
min{c’z: Ar =b, x >0} = —136

i jest osiagniete w punkcie (z1, zo, x3) = (4,4,4).
Uwaga: Do sprawdzenia obliczeni polecam strone [3].
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Wroctaw, dnia 06/12/2010
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