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Twierdzenie o dualno±ci [1, pp. 139�154]:

Zadanie:

Obliczy¢
min x2 + y2

przy ograniczeniach: x+ y = 1.

Rozwi¡zanie przez mno»niki Lagrange'a:

L(x, y, p) = x2 + y2 + p(1− x− y).

Dla ustalonego p z warunku koniecznego na minx,y L(x, y, p) otrzymujemy:

∂L(x, y, p)

∂x
= 2x− p = 0,

∂L(x, y, p)

∂y
= 2y − p = 0

st¡d

x = y =
p

2
.

Bior¡c pod uwag¦ ograniczenie:
x+ y = 1

otrzymujemy

p = 1, dalej x = y =
1

2
.

Rozwa»my zadanie LP w postaci standardowej, dalej nazywane zagadnieniem podstawowym
(prymalnym) i niech x∗ b¦dzie jego optymalnym rozwi¡zaniem:

min cTx
z ograniczeniami: Ax = b

x > 0.

Wprowadzamy nast¦puj¡ce zadanie stowarzyszone (relaxed), gdzie ograniczenie Ax = b jest
zast¡pione funkcj¡ kary (penalty) pT (b− Ax):

min cTx+ pT (b− Ax)
z ograniczeniem x > 0.

Okre±lamy funkcj¦:

g(p) = min
x>0

[
cTx+ pT (b− Ax)

]
6 cTx∗ + pT (b− Ax∗) = cTx∗.

ostatnia równo±¢ wynika z dopuszczalno±ci x∗ jako rozwi¡zania podstawowego problemu, tzn.
Ax∗ = b. Dla ka»dego p warto±¢ funkcji g(p) jest dolnym ograniczeniem optymalnego kosztu
cTx∗. W ten sposób doszli±my do sformuªowania
Zadanie dualne:

max g(p)
ograniczenia: bez!
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Podstawowym wnioskiem z twierdzenia o dualno±ci b¦dzie, »e optymalny koszt w zadaniu du-
alnym jest równy optymalnemu kosztowi cTx∗ zadania podstawowego.

Z okre±lenia funkcji g(p) otrzymujemy:

g(p) = min
x>0

[
cTx+ pT (b− Ax)

]
= pT b+min

x>0
(cT − pTA)x.

Zauwa»my:

min
x>0

(cT − pTA)x =

{
0, je±li cT − pTA > 0,

−∞, w przeciwnym przypadku.

Przy obliczaniu max g(p) wystarczy rozwa»a¢ te warto±ci p dla których g(p) jest sko«czone.
W ten sposób doszli±my do sformuªowania zadania dualnego:

max pT b
z ograniczeniami: pTA 6 cT

Twierdzenie 1. (sªaba dualno±¢) Je»eli x jest dopuszczalnym rozwi¡zaniem zadania podsta-
wowego i p jest dopuszczalnym rozwi¡zaniem zadania dualnego, to

pT b 6 cTx

Twierdzenie 2. (strong duality)
Je±li zadanie LP ma optymalne rozwi¡zanie, to zagadnienie dualne te» je ma i odpowiednie
optymalne koszty s¡ równe.
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