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Lista Nr 05, ¢wiczenia
(wyk. 19,26 XI 10 r.)

1. 1 Wykaza¢, »e je»eli x, y ∈ Rn, x 6= y, to wtedy macierz ortogonalna speªniaj¡ca

Ux = y

jest dana wzorem

U = I − vuT , gdzie v = x− y i u =
2v

‖v‖22
.

2. Niech {u1, u2, . . . , un} ⊂ Rn b¦dzie unormowan¡ (‖ui‖2 = 1, i = 1, . . . , n) ortogonaln¡
(〈ui, uj〉 = 0, i 6= j) baz¡ w przestrzeni Rn. Wykaza¢, »e wtedy zachodzi:

(a) ‖x‖22 =
n∑

i=1

〈x, ui〉2,

(b) 〈x, y〉 =
n∑

i=1

〈x, ui〉〈y, ui〉.

3. Niech {u1, u2, . . . , um} ⊂ V ⊂ Rn b¦dzie ortogonaln¡ unormowan¡ baza w podprzestrzeni V.
Niech odwzorowanie P : Rn −→ V b¦dzie okre±lone wzorem Px =

∑m
i=1〈x, ui〉ui. Wykaza¢,

»e wtedy
(a) P � jest liniowe,
(b) P 2 = P ,
(c) Px = x dla x ∈ V,
(d) ‖Px‖2 6 ‖x‖2 dla x ∈ Rn.

4. Jakie mo»e przyjmowa¢ warto±ci wyznacznik macierzy ortogonalnej?
5. Jaki jest konieczny i wystarczaj¡cy warunek na to, aby zbiór {u1, . . . , um} wektorów orto-

gonalnych byª liniowo niezale»ny?
6. Dla ustalonych wektorów u, x ∈ Rn wyznaczy¢ t ∈ R dla którego wyra»enie ‖u − tx‖2

przyjmuje najmniejsz¡ warto±¢.
7. Niech {x1, . . . , xn}, {y1, . . . , yn} ⊂ Rn b¦d¡ ortogonalnymi unormowanymi bazami. Wtedy

macierz
A = [〈xi, yj〉]

jest ortogonalna.
8. Niech A = I − uvT , u, v ∈ Rn. Jakie warunki konieczne i wystarczaj¡ce musz¡ speªnia¢

wektory u, v aby A2 = I.
9. Niech vTv = 2, v ∈ Rn i

A =

[
I 0

0 I − vvT

]
.

Wykaza¢, »e wtedy
A2 = I.

10. Czy je»eli macierze A,B s¡ ortogonalne, to macierz[
A 0

0 B

]

te»?

1 [1, ss. 303�307]
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11. Przy pomocy algorytmu Householder'a wyznaczy¢ rozkªad QR macierzy:
2 −1 −1

−1 2 −1

−1 −1 2

 .

12. Je»eli Q jest macierz¡ ortogonaln¡, to wtedy
(a) ‖x‖2 = ‖Qx‖2,
(b) 〈x, y〉 = 〈Qx,Qy〉.
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