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Lista Nr 06, ¢wiczenia
(wyk. 3 XII 10 r.)

Lista dotyczy iteracyjnych metod rozwi¡zywania równa« liniowych i zaczniemy od przypomnie-
nia de�nicji:

De�nicja 1. (promie« spektralny) Dla macierzy A ∈ Rn×n liczb¦

ρ(A) = max {|λ| : Ax = λx, x 6= 0, λ ∈ C, x ∈ Cn}

nazywamy promieniem spektralnym macierzy A.

De�nicja 2. (p � norma) Dla macierzy A ∈ Rn×n i p ∈ (1,∞), okre±lamy

‖A‖p = sup
x6=0

‖Ax‖p
‖x‖p

.

Specjalne znaczenie ma norma ‖A‖2, gdy» wtedy (patrz: [3, Th. 1.2, ss. 24]) zachodzi

‖A‖2 =
√
ρ(ATA) =

√
ρ(AAT ),

a w szczególnym przypadku macierzy symetrycznej mamy:

‖A‖2 = ρ(A), dla A = AT .

Zadania:
1. Dla A ∈ Rn×n lub A ∈ Cn×n (elementarna teoria jest w [2, roz. XIV, ss. 383 � 409])

wykaza¢:

(a) ‖A‖2 = ρ(A), gdy A = AT (b) ‖A‖2 =
√
ρ(AAT )

(c) 1√
n
‖A‖p 6 ‖A‖2 6

√
n ‖A‖p, p ∈ {1,∞} (d) ρ(A) 6 ‖A‖

(e) ∀ε∃‖·‖A,ε
‖A‖A,ε 6 ρ(A) + ε (f) lim

m→∞
m
√
‖Am‖ = ρ(A)

Uwaga: To zadanie mo»e si¦ okaza¢ trudne! Celem jest wykazanie jak¡ rol¦ odgrywa
promie« spektralny macierzy.

2. Dla ([1, ss. 376 � 377] � dalej te») macierzy

A =

 1 0 1
2 2 1
−1 0 0


obliczy¢ ρ(A).

3. Dla nast¦puj¡cych macierzy obliczy¢ warto±ci wªasne i odpowiadaj¡ce im wektory wªasne:

(a)

[
6 −1
−1 2

]
(b)

[
1 1
0 1

]
(c)

 −1 2 0
0 3 4
0 0 7


(d)

 2 1 1
2 3 2
1 1 2

 (e)

 2 1 0
1 2 0
0 0 3

 (f)

[
0 1

2
1
2

0

]
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4. Pokaza¢, »e dla macierzy

A1 =

[
1 0

1
4

1
2

]
nie jest prawd¡ lim

m→∞
Am

1 = 0. Natomiast, dla

A2 =

[
1
2

0

16 1
2

]

zachodzi lim
m→∞

Am
2 = 0.

5. Na wykªadzie pokazano, »e rozwi¡zanie ukªadu Ax = b jest równowa»ne, dla odpowiednio
dobranej macierzy T i wektora c, na znalezieniu x speªniaj¡cego równanie x = Tx + c.
Wykaza¢
(a) Je»eli dla T ∈ Rn×n zachodzi ρ(T ) < 1, to (I − T )−1 istnieje oraz

(I − T )−1 = I + T + T 2 + . . . =
∞∑
k=0

T k.

(b) Podstawowe twierdzenie dla metod iteracyjnych. Dla dowolnie wybranego x(0) ∈ Rn

ci¡g x(k) okre±lony wzorem
x(k) = Tx(k−1) + c

jest zbie»ny do jednoznacznie okre±lonego x ∈ Rn wtedy i tylko wtedy, gdy ρ(T ) < 1.
(c) W warunkach punktu (5b) zachodz¡ nast¦puj¡ce oszacowania:

‖x− x(k)‖ 6 ‖T‖k ‖x(0) − x‖,

‖x− x(k)‖ 6
‖T‖k

1− ‖T‖
‖x(1) − x(0)‖.
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