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I-1. Wprowadzenie

Rysunki sa wykonane przy pomocy MatLab’a R12 firmy The MathWorks, Inc.
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I-1.1. Liczby calkowite

I-1.2. Liczby rzeczywiste

Liczba ,maszynowa” [2, ss. 9-19]:

10 100 0010 | 1011 0011 0000 0100 0000 0000 |

1 7 bitéw 24 bity
s] e | m |

Tablica I-1. | Liczba maszynowa” w komputerach IBM 370

reprezentuje nastepujaca liczbe ,matematyczna’ zapisana w postaci dziesietnej

1\ ! 1\? 1\4 1\7 1\ 8 1\ 1
- - - - - - 16%7%4 = 179.015625
LORORONMOROKONE
Takie liczby rzeczywiste pojedynczej precyzji byty uzywane w komputerach IBM 370. Jest to
przyktad [6, ss. 47-56] przedstawienia liczby w postaci:
r=(-1)°"x(11-16""+3-162+0-162+4-16*+0-16"°+0-16°) x 16

lub szesnastkowo!
= (0.530400)16 + 2 = (0.179015625)10 + 3

ogblnie?:
= (-1 (0.a1aq...a1)p- ¢ = (—=1)°-m- p°
gdzie
e sc{0,1} — bit znaku,
e ¢ — ilos¢ znaczacych cyfr 24 bitowej mantysy m = (0.a1ay...a:)s z cyframi 0 < a; <

B—1,1=1,2 ...t zapisanej przy podstawie 5. W przyktadzie t = 6 i § = 16. Mantysa
m jest utamkiem 0 < m < 1 — B¢ takim, ze B'm jest dowolng liczba naturalng spelniajaca
0<f'm<pr—1.

e ¢ — cecha. W przyktadzie 7 bitéw, liczba z przedziatu e € {—64, —63,...,+63}. W przed-
stawieniu ,maszynowym liczby” przyjeto umowe:

e = 100 00102 — 100 00003 = 6619 — 6410.

Przy wyliczeniu cechy e wystapita liczba —64, ktora , przesuneta” 66 do uzyskania poprawnej
warto$¢ e = 2. Liczba ta nosi nazwe bias — odchylenie i stuzy zaoszczedzeniu jednego bitu
jaki trzeba by bylo przeznaczy¢ na znak cechy.

1 Za [7, ss. 15] i [1, ss. 88] przyjmujemy oznaczenie:
t .
(0.a1a2...a1)g +e=pf° Zalﬂﬂ gdzie a; € {0,1,...,8—1}.
i=1
2 W [4, t. 2, ss. 207-352] przyjeto zapis
(e, f)=f=xb1

gdzie ¢ — nadmiar.
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Tak wiec matematycznie liczby rzeczywiste jakimi postugujemy sie w komputerze (notacja
za [6, ss. 47-56]) mozna zapisa¢ w postaci zbioru

t
F(B,t,L,U) ={0}U{z e R:z = (18> a;f7"}, L<e<U. (I-1.1)
i=1
stanowia skonczony podzbidér zbioru liczb rzeczywistych R. W naszym liczbowym przyktadzie
dla komputera IBM 370 liczby rzeczywiste te tworza zbior:
F(16,6, —64,63).
W standartowych jezykach programowania spotykamy sie z co najmniej dwoma rodzajami liczb

rzeczywistych: pojedynczej i podwojnej precyzji. Graficznie zajeto$é¢ przez nie pamieci maszyny
mozna przedstawi¢ w nastepujacy sposob ( [6, ss. 47|, [3, ss. 42], [1, ss. 90]):

1 8 bitéw 23 bity
s] e | m |

1 11 bitéw 52 bity
] e | m

Tablica I-2. Liczby pojedynczej i podwdjnej precyzji w standardzie IEEE.

W przyjetych oznaczeniach odpowiada to nastepujacym parametrom zbioru liczb F(2,¢, L, U).

precyzja | zajetos¢ t L U EM

pojedyncza 32 23+1 —126 127 272 x=~596-1078

podwdjna 64 5241 —1022 1023 27 ~1.11-10716

Tablica I-3. Parametry opisujace liczby pojedynczej i podwdjnej precyzji.

W celu unikniecia ktopotow rachunkowych dalsze nasze rozwazania ograniczymy do liczb szesciobitowych

F(2,3,—1,2) (za [1, ss. 88], [6, ss. 48]). Z przedstawienia (I-1.1) liczbe (0.5)19 mozna zapisaé¢ w
postaci maszynowe]j nastepujaco:

(0.100)2 + 0 = (0.010)2 + 1 = (0.001)2 + 2 = (0.5)1p-
Dla liczb z F(2,3, —1,2) nie ma wiec jednoznacznosci przedstawienia w postaci pary:
(mye) 0<m<1l, L<e<g<U.

Poprawiono wiec definicje (I-1.1) w nastepujacy sposéb (L < e < U):

t

F(8,t,L,U) = {0} U{z €eR:z = (=1)°8"> ™", ar #0}. (1-1.2)

i=1
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Skutek jest taki, ze co prawda zapis w postaci pary (m,e) jest jednoznaczy, ale uzyskano to

kosztem odrzucenia, poza zerem liczb |z| < L1, W przypadku naszych liczb szesciobitowych
sg to:
+(0.001)5 — 1, £(0.010)5 — 1, £(0.011)y — 1.

Zapis liczby w definicji (I-1.2) nazywa sie znormalizowanym. W szczegdlnym przypadku pod-
stawy [ = 2 mozna zastosowac jeszcze jeden ,chwyt” wynikajacy z oczywistego faktu, ze jezeli
a; € {0,1} i a; # 0 to a; = 1 i informacja o tym jest zapisana na jednym bicie. W ten
sposOb w zapisie maszynowym liczb znormalizowanych przy podstawie § = 2 bit a; mozna
pominaé (,ukryé¢”) a zwolnione miejsce wykorzysta¢ dla dodatkowego bitu zwiekszajac tym
samym dhugoéé¢ mantysy o jeden®.

t+1

F(2,t+1,L,U)={0}U{r € R:z = (=1)°2°((0.1)2 + »_a;27)} (I-1.3)

tzn.
xEF(2,t+1,L,U> <~ x:j:(().lagag...atﬂ)z—i—e.

cecha x

format swobodny

I I I I I
0 0.5 1 2 3

cecha x

znormalizowany

0 0.5 1 2 3

cecha x

de-znormalizowany

I I I I I
0 0.5 1 2 3

Rysunek I-1. Rozklad dodatnich liczb szesciobitowych dla réznych formatow.

Dla naszych szesciobitowcéw (ktére sa formalnie ,znormalizowanymi siedmiobitowcami”) na
Rys. I-1, str. 4 wida¢ jakie otrzymalismy liczby. Z rysunku tego wynika, ze normalizacja liczb

komuterowych doprowadzita do powstania wokét zera luki (—BL1, BE71), gdzie jedyna liczba
z naszej repezentacji jest 0. Aby zlikwidowa¢ powstala luke proces ,normalizacji liczb” psuje
sie w nastepujacy sposob
t+1
Fp(2,t+1,L,U) = {0} U {ze€R:ax=(-1)2°((0.1)2+ Y a27")} U
i=2

3 Postapiliémy tak zgodnie z [6, ss. 48] natomiast w [3, ss. 41-46] przyjeto nastepujaca interpretacje ,ukry-
tego” bitu
xz==2(l.ajas...at)2 +e.
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U {zeR:a=(-1)2" zt:aﬂ_i} (I-1.4)

tzn.
r€Fp(2,t+1,L,U) <—
< x==4(01asas...aty1)2+e V x==2(0.a1a2...a;)2 + L,

gdzie L < e < U (,o0stra” nier6wnos¢ jest tu istotna !). Dla liczb |x| < 2L odrzucono zato-
zenie a; # 0. Innymi stowy nastapila ich de-normalizacja i tak w [6, ss. 48] liczby ze zbioru
Fp(2,t + 1, L,U) nazwano de—znormalizowanymi®. W wyniku tego procesu nie utracono jed-
noznacznosci przedstawienia w postaci pary (m, e) i réwnoczesnie zlikwidowano luke wokét zera.

W przypadku naszego szesciobitowego uktadu z Rys. I-1, str. 4 widaé, ze procedura de-normalizacji

polega na takim samym rozlozeniu liczb na odcinku (0, 2X71) co na (2£71, 2%). Zakres zmiennoéci
reFp2,t+1,LU), x#0

2L7t —

Lmin g ’x‘ g LTmazr = 2U(1 - Qitil)
i wartosci kranicowe sa osiagniete®.

I-1.3. Przedstawienie liczb w komputerze

Wiadomo [5, ss. 5], ze wartosciq przyblizona danej wielkoSci jest dowolna liczba.

0.4r

blad obciecia

J
0 1 3.75

0.4

blad zaokraglenia

0 I
0 1 3.75

Rysunek I-2. Blad bezwzgledny dla Fp(2,3 + 1, —1,2).

4 de-normalized numbers

5 W [4, t. 2, ss. 207-352] wprowadzono jednostke: 1ulp def Bt ulp” — ,unit in the last place”. W [3, ss.
47) nazwano 3'~! — unit roundoff error. Trzeba tu jednak wzia¢ pod uwage sposéb zaokraglania liczb.
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blad obciecia

J
0 1 3.75

blad zaokraglenia

0 1 3.75

Rysunek I-3. Blad wzgledny dla Fp(2,3 +1,—1,2).
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