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I–1. Wprowadzenie

Rysunki s ↪a wykonane przy pomocy MatLab’a R12 firmy The MathWorks, Inc.
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1

I–1.1. Liczby całkowite

I–1.2. Liczby rzeczywiste

Liczba „maszynowa” [2, ss. 9–19]:

0 100 0010 1011 0011 0000 0100 0000 0000

1 7 bitów 24 bity
s e m

Tablica I–1. „Liczba maszynowa” w komputerach IBM 370

reprezentuje nast ↪epuj ↪ac ↪a liczb ↪e „matematyczn ↪a” zapisan ↪a w postaci dziesi ↪etnej
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× 1666−64 = 179.015625

Takie liczby rzeczywiste pojedynczej precyzji były używane w komputerach IBM 370. Jest to
przykład [6, ss. 47–56] przedstawienia liczby w postaci:

x = (−1)0 × (11 · 16−1 + 3 · 16−2 + 0 · 16−3 + 4 · 16−4 + 0 · 16−5 + 0 · 16−6)× 162

lub szesnastkowo1

x = (0.b30400)16 + 2 = (0.179015625)10 + 3

ogólnie2:
x = (−1)s · (0.a1a2 . . . at)β · βe = (−1)s ·m · βe

gdzie
• s ∈ {0, 1} – bit znaku,
• t – ilość znacz ↪acych cyfr 24 bitowej mantysy m = (0.a1a2 . . . at)β z cyframi 0 6 ai 6

β − 1, i = 1, 2, . . . , t, zapisanej przy podstawie β. W przykładzie t = 6 i β = 16. Mantysa
m jest ułamkiem 0 6 m 6 1− β−t takim, że βtm jest dowoln ↪a liczb ↪a naturaln ↪a spełniaj ↪ac ↪a
0 6 βtm 6 βt − 1.

• e – cecha. W przykładzie 7 bitów, liczba z przedziału e ∈ {−64,−63, . . . ,+63}. W przed-
stawieniu „maszynowym liczby” przyj ↪eto umow ↪e:

e = 100 00102 − 100 00002 = 6610 − 6410.

Przy wyliczeniu cechy e wyst ↪apiła liczba−64, która „przesun ↪eła” 66 do uzyskania poprawnej
wartość e = 2. Liczba ta nosi nazw ↪e bias – odchylenie i służy zaoszcz ↪edzeniu jednego bitu
jaki trzeba by było przeznaczyć na znak cechy.
1 Za [7, ss. 15] i [1, ss. 88] przyjmujemy oznaczenie:

(0.a1a2 . . . at)β + e = βe
t∑

i=1

aiβ
−i gdzie ai ∈ {0, 1, . . . , β − 1}.

2 W [4, t. 2, ss. 207–352] przyj ↪eto zapis

(e, f) = f × be−q

gdzie q – nadmiar.
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Tak wi ↪ec matematycznie liczby rzeczywiste jakimi posługujemy si ↪e w komputerze (notacja
za [6, ss. 47–56]) można zapisać w postaci zbioru

F(β, t, L, U) = {0} ∪ {x ∈ R : x = (−1)sβe

t∑
i=1

aiβ
−i}, L 6 e 6 U. (I–1.1)

stanowi ↪a skończony podzbiór zbioru liczb rzeczywistych R. W naszym liczbowym przykładzie
dla komputera IBM 370 liczby rzeczywiste te tworz ↪a zbiór:

F(16, 6,−64, 63).

W standartowych j ↪ezykach programowania spotykamy si ↪e z co najmniej dwoma rodzajami liczb
rzeczywistych: pojedynczej i podwójnej precyzji. Graficznie zaj ↪etość przez nie pami ↪eci maszyny
można przedstawić w nast ↪epuj ↪acy sposób ( [6, ss. 47], [3, ss. 42], [1, ss. 90]):

1 8 bitów 23 bity
s e m

1 11 bitów 52 bity
s e m

Tablica I–2. Liczby pojedynczej i podwójnej precyzji w standardzie IEEE.

W przyj ↪etych oznaczeniach odpowiada to nast ↪epuj ↪acym parametrom zbioru liczb F(2, t, L, U).

precyzja zaj ↪etość t L U εM

pojedyncza 32 23 + 1 −126 127 2−24 ≈ 5.96 · 10−8

podwójna 64 52 + 1 −1022 1023 2−53 ≈ 1.11 · 10−16

Tablica I–3. Parametry opisuj ↪ace liczby pojedynczej i podwójnej precyzji.

W celu unikni ↪ecia kłopotów rachunkowych dalsze nasze rozważania ograniczymy do liczb sześciobitowych
F(2, 3,−1, 2) (za [1, ss. 88], [6, ss. 48]). Z przedstawienia (I–1.1) liczb ↪e (0.5)10 można zapisać w
postaci maszynowej nast ↪epuj ↪aco:

(0.100)2 + 0 = (0.010)2 + 1 = (0.001)2 + 2 = (0.5)10.

Dla liczb z F(2, 3,−1, 2) nie ma wi ↪ec jednoznaczności przedstawienia w postaci pary:

(m, e) 0 6 m < 1, L 6 e 6 U.

Poprawiono wi ↪ec definicj ↪e (I–1.1) w nast ↪epuj ↪acy sposób (L 6 e 6 U):

F(β, t, L, U) = {0} ∪ {x ∈ R : x = (−1)sβe

t∑
i=1

aiβ
−i, a1 6= 0}. (I–1.2)
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Skutek jest taki, że co prawda zapis w postaci pary (m, e) jest jednoznaczy, ale uzyskano to

kosztem odrzucenia, poza zerem liczb |x| < βL−1. W przypadku naszych liczb sześciobitowych
s ↪a to:

±(0.001)2 − 1, ±(0.010)2 − 1, ±(0.011)2 − 1.

Zapis liczby w definicji (I–1.2) nazywa si ↪e znormalizowanym. W szczególnym przypadku pod-
stawy β = 2 można zastosować jeszcze jeden „chwyt” wynikaj ↪acy z oczywistego faktu, że jeżeli
a1 ∈ {0, 1} i a1 6= 0 to a1 = 1 i informacja o tym jest zapisana na jednym bicie. W ten
sposób w zapisie maszynowym liczb znormalizowanych przy podstawie β = 2 bit a1 można
pomin ↪ać („ukryć”) a zwolnione miejsce wykorzystać dla dodatkowego bitu zwi ↪ekszaj ↪ac tym
samym długość mantysy o jeden3.

F(2, t+ 1, L, U) = {0} ∪ {x ∈ R : x = (−1)s2e
(
(0.1)2 +

t+1∑
i=2

ai2
−i
)
} (I–1.3)

tzn.
x ∈ F(2, t+ 1, L, U) ⇐⇒ x = ±(0.1 a2a3 . . . at+1)2 + e.
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Rysunek I–1. Rozkład dodatnich liczb sześciobitowych dla różnych formatów.

Dla naszych sześciobitowców (które s ↪a formalnie „znormalizowanymi siedmiobitowcami”) na
Rys. I–1, str. 4 widać jakie otrzymaliśmy liczby. Z rysunku tego wynika, że normalizacja liczb

komuterowych doprowadziła do powstania wokół zera luki (−βL−1, βL−1), gdzie jedyn ↪a liczb ↪a
z naszej repezentacji jest 0. Aby zlikwidować powstał ↪a luk ↪e proces „normalizacji liczb” psuje
si ↪e w nast ↪epuj ↪acy sposób

FD(2, t+ 1, L, U) = {0} ∪ {x ∈ R : x = (−1)s2e
(
(0.1)2 +

t+1∑
i=2

ai2
−i
)
} ∪

3 Post ↪apiliśmy tak zgodnie z [6, ss. 48] natomiast w [3, ss. 41–46] przyj ↪eto nast ↪epuj ↪ac ↪a interpretacj ↪e „ukry-
tego” bitu

x = ±(1.a1a2 . . . at)2 + e.
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∪ {x ∈ R : x = (−1)s2L
t∑

i=1

ai2
−i} (I–1.4)

tzn.

x ∈ FD(2, t+ 1, L, U) ⇐⇒

⇐⇒ x = ±(0.1 a2a3 . . . at+1)2 + e ∨ x = ±(0.a1a2 . . . at)2 + L,

gdzie L < e 6 U („ostra” nierówność jest tu istotna !). Dla liczb |x| < 2L odrzucono zało-
żenie a1 6= 0. Innymi słowy nast ↪apiła ich de–normalizacja i tak w [6, ss. 48] liczby ze zbioru
FD(2, t + 1, L, U) nazwano de–znormalizowanymi4. W wyniku tego procesu nie utracono jed-
noznaczności przedstawienia w postaci pary (m, e) i równocześnie zlikwidowano luk ↪e wokół zera.

W przypadku naszego sześciobitowego układu z Rys. I–1, str. 4 widać, że procedura de–normalizacji

polega na takim samym rozłożeniu liczb na odcinku (0, 2L−1) co na (2L−1, 2L). Zakres zmienności
x ∈ FD(2, t+ 1, L, U), x 6= 0

2L−t = xmin 6 |x| 6 xmax = 2U(1− 2−t−1)

i wartości krańcowe s ↪a osi ↪agni ↪ete
5.

I–1.3. Przedstawienie liczb w komputerze

Wiadomo [5, ss. 5], że wartości ↪a przybliżon ↪a danej wielkości jest dowolna liczba.
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Rysunek I–2. Bł ↪ad bezwzgl ↪edny dla FD(2, 3 + 1,−1, 2).

4 de–normalized numbers
5 W [4, t. 2, ss. 207–352] wprowadzono jednostk ↪e: 1ulp

def
= β1−t „ulp” – „unit in the last place”. W [3, ss.

47] nazwano β1−t – unit roundoff error. Trzeba tu jednak wzi ↪ać pod uwag ↪e sposób zaokr ↪aglania liczb.
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Rysunek I–3. Bł ↪ad wzgl ↪edny dla FD(2, 3 + 1,−1, 2).
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