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IV Wyktad: 5 XI 10r
Opracowano na podstawie [2, ss. 299-303], [3, ss. 19-22] i [4, ss. 204-210].

Definicja (macierz Hauseholdera)
Niech v € R" = R™ ! bedzie wektorem jednostkowym viv = ||v||s = 1 zapisanym jako macierz
jednokolumnowa. Wtedy macierza Hauseholdera nazywamy macierz:

T

H def I— 2!,

Uwaga

Macierz Hauseholdera jest
1. H = H" - symetryczna,
2. H? =] — idempotentna.

Dowdd: Uzasadnienie wlasnosci 1. jest stosunkowo proste:
H = (I —200")' =1 - 2vo)T =T - 2(") 0" =1 - 20" = H.
Rachunek dla 2. tez jest standardowy:
H?> = HH=(-2vw")(I-20w") =T -2vw" = 200" + 4(vo")(v0")) =

= (I — 40" +4v(Tv)?) = (I — 400" +4v-1-07) =1

O

Przedstawimy teraz interpretacje geometryczna dziatania macierzy Hauseholdera na wektor
a=la,...,a,]". Dlav € R", ||v|ls = 1 mamy nastepujace przedstawienie:

a=(vv)a+ (a —vva) =v(wla) +y. (IV-1.1)

Poniewaz zachodzi
Ty = vl(a—wwha) =vla— (o) a=v"a — v (vv!)a =

= vla—v"1.a=0

stad wiec w (IV-1.1) przedstawiliémy dowolny wektor a jako sume ortogonalna wektora (vo?)a
wspotliniowego z v oraz y = a — (vvT)a ortogonalnego do v. Dalej mamy*

Ha=a—2w'a=—vwla+ (a—wvwha) = —wwla+y

co oznacza, ze dziatanie macierzy H na wektor a polega na jego odbiciu wzgledem hiperptasz-
czyzny ortogonalnej do wektora v.

Dla wektora a € R", a # 0 znajdziemy jednostkowy wektor v € R™, |[v]| = 1 o wlasnosci
Ha = oce
gdzie H jest macierza Hauseholdera wyznaczona przez v, wektor e € R" postaci e = [1,0,...,0]"

oraz o jest liczba
‘Z_h v CLTG, a1 7& Oa

aTa, a; = 0.

1'W rachunkach nalezy zwrécié uwage na tacznoéé mnozenia macierzy oraz na wyrazenie v’ a ktére jest
liczba podczas gdy vvT jest macierza n x n.
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Niech © = a F oe. Wtedy zachodzi

w'v = (aFoe)(aFoe)=ad’aFoa’eFoe’a+o’ee= (IV-1.2)
= 2(a’a F |ai|VaTa)
oraz .
u'a=(aFoe)a=a"aF|a|Vala= §uTu (IV-1.3)

gdzie w ostatniej réwnosci skorzystalismy z (IV-1.2). Bez utraty? ogdlnosci mozemy zalozy¢,
ze VaTa — |ay| > 0. Niech

u

v = .
ul'u

i nich H bedzie macierza Hauseholdera wyznaczona przez ten wektor v. Wtedy z (IV-1.3)
wynika, iz

2
Ha = (I-2vwha=a—-2wv)a=a— mu(uTa) =
2 1
= o u éuTu:a—u:j:ae.

W ostatniej réwnosci odwotaliSmy sie do okreslenia wektora w.
Dla danej macierzy A € R™*" wykazana wtasno$¢ jest podstawa do wyznaczenia rozktadu

A=QR

gdzie @) jest ortogonalna a R gérnie trojkatna. Konstrukacja macierzy () bedzie indukcyjna
wzgledem kolumn. Niech wiec
A=lay,...,a,)

gdzie kolumny macierz A oznaczyliSmy nastepujaco

5, i=1,...,n.

a; = [a1i7~--7ani

W pierwszym kroku dla pierwszej kolumny ¢ = 1 niech

£
a®a e R™ oraz e= [1,0,...,0]" e R™1,

Wtedy istnieje macierz Hauseholdera H; € R™*" o wtasnosci

01 11

0 921
=H; | .

0 QAn1

Jezeli macierz A pomnozymy lewostronnie przez Q1 = Hy, to otrzymamy

g1 * cee X a1 Qia - Qip
(1) (1)
0 all .« a’ln—l a21 a22 « .. a2n
= Ql
1) 1) e
L 0 an,- 11 " A 1p—1 B Ap1  Ap2 Apn |

2 Bo inaczej a = aje — bylby juz wymaganej postaci.
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Znakiem * oznaczylismy elementy nieistotne dla dalszych naszych rozwazan. W drugim kroku

za macierz A, € RO=DX(=1 provimujemy
1 1
a§1) T aggl—l
Avl =
1 1
agz—)u e afl—)ln—l

(n—1)x(n-1)

i procedure powtarzamy, aby otrzymac¢ macierz Hauseholdera H, eR o wtasnosci

09 * *
0 = * ~ ~
: = HyAy
0 = *
Definiujemy nowa macierz ortogonalna @y € R™", 07 =[0,...,0]" € R(*~1x1
1 o
Q2 = _
0 H,
dla ktoérej zachodzi
[ op * % * 7]
0 oy x *
(o] X 9 9
Q201A = Q2 =100 agl) T a(lv)LfQ
0 A
L0 0 ao(12221 agzzf)znfz J
W kolejnym kroku mamy Ay, € RO-2x(n=2)
2 2
a§1) T aggfz
Ay =
2 2
@2321 e a7(7,22n—2

n—2)x(n—2

i macierz Hauseholdera f[g € R( ), ktéra shuzy do zdefiniowania macierzy ortogonalnej

Qs (tu 07 = [0,...,0]" € R(n=2)x1)

1 0 oF

0 0 Hy
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dla ktorej zachodzi

oy %k *
0 o9 * *
0 0 o3 = cee %
A= : IV-14
Q30201 000 0 o . P, ( )
00 0 ay - dYy,
Postepujac tak dalej otrzymamy macierze ortogonalne q,...,Q,_1, ktére po wymnozeniu z
lewej strony macierzy A
Qn—l v Q2Q1A =R

dadza macierz gérnie trojkatna. Definiujemy macierz () jako

def

Q= (Qn—l cee Q2Q1>T

7 Uwagi IV-1.2 wynikaja réwnosci

Q= (Qn1-- Q)" =QiQs...Qu1, QTQ=0QQ" =1

ktére gdy zastosujemy je do rownosci (IV-1.4), to otrzymamy

A=QQ"A=QR.
Jest to szukany rozktad macierzy A.
Przyktad z [1]: Mamy macierz i
1 7 5
A= V3 —V3 V3
0 2 2

Pierwsza macierz ortogonalna jest nastepujaca

—0.5000 —0.8660 0
Q1= | —0.8660  0.5000 0
0 0 1.0000

po wymnozeniu z lewej strony macierzy A otrzymujemy:

—2.0000 —2.0000 —4.0000
Q1A= | —0.0000 —6.9282 —3.4641
0 2.0000  2.0000
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Wybieramy podmacierz

A=

—6.9282 —3.4641
2.0000  2.0000

Zmajdujemy macierz Hauseholdera wyznaczona przez pierwsza kolumne macierzy A

~ —0.9608 0.2774
Hy =
0.2774 0.9608

Przy pomocy macierzy ﬁQ budujemy macierz ortogonalna Ps:

1.0000 0 0
Q2 = 0 —0.9608 0.2774
0 0.2774 0.9608

Teraz
—0.5000 0.8321 —0.2402
Q=01Q,=| —0.8660 —0.4804 0.1387
0 0.2774 0.9608
oraz

—2.0000 —2.0000 —4.0000
R = 0.0000  7.2111  3.8829

—0.0000  0.0000  0.9608

I sprawdzamy A = QR
[ 1.0000  7.0000 5.0000

QR = | 1.7321 —-1.7321 1.7321
| 0.0000  2.0000 2.0000
oraz ortogonalno$¢ macierzy Q:
1.0000 —0.0000 0.0000
Q' *Q = | —0.0000 1.0000 0.0000
0.0000  0.0000 1.0000

Skrypt MatLabowski przy pomocy ktérego wykonano obliczenia:

clear all;

clc;

format short;

r = sqrt (3);
A=1[175;r—rr; 02 2];
%

a ( )

r 51gn( (1))*xsqrt(a’*a);
I )

u

v

1);

3);
atrxI(:,1);
u/sqrt(u *1);

T | ||
o
<
o
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QL = T —-2%vxv’;
A0 = QlxA;

Al = A0(2:3,2:3);
Q1

A0

%

Al

a = Al(:,1);

r = 51gn(a( ))xsqrt(a’sxa);
I = eye(2);

u = atrxI(:,1);
v = u/sqrt(u’*u);
H2 = T—2%xvx*v’;
Q2= [1 [0 0];[0 0] H2];
H2

Q2

Q = Q1xQ2;

Q

R = Q’xA;

R

% sprawdzamy

Q+R

Q' +Q

6
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