V-1.1

7 grudnia 2010, 12:02 A.M. Metody numeryczne I, 2010/11r
V Wyktad: 19 XI 10 r.

Wrécimy jeszeze do rozwiazywania ukltadu réwnan metoda eleminacji Gaussa przedstawione;
na wyktadziew dniu 29 X 10 r. oraz problemu obliczeniowego wynikajacego z przyktadu. W
trakcie eleminacji niewiadomych w metodzie Gaussa powstaja macierze postaci

X .. XX ... X T
XX |... X

0 ... 0 Ak | - .. Qkn
L 0 ... Olapn|... apn |

gdzie! X-em sa zaznaczone elementy macierzy niekoniecznie réwne zeru. W kolejnym k-tym
kroku wymagane jest aby agr # 0, gdyby ten warunek nie byt spelniony to wystarczy wsrod

Ak, - - - 5 Apy znalezé element niezerowy (istnienie wynika z nieosobliwosci macierzy) i zamie-

ni¢ odpowiednie wiersze. Z uwagi na doktadnos¢ obliczen wyboér [-tego wiersza spelniajacego

la| = max |ag| (czesciowy wybdr elementu podstawowego, ,partial pivoting”) poprawia do-
<i<

X

ktadnos¢ obliczen. Jeszcze wieksza doktadnos¢é mozna otrzymac uwzgledniajac w wyborze pozo-

stale kolumny macierzy |a;,| = max max |a;;| (petny wybor elementu podstawowego, ,complete
k<i<n k<j<n

pivoting”). Tak wybrany element przez zamiane wierszy i kolumn umieszczamy na miejscu (k, k)
itd. W przypadky rozwiazywania duzych uktadéw réwnan wybor ten moze by¢ ktopotliwy.
Rozwaza sie oddzielnie macierze z duza iloscia zer (wzory rozwiazujace pozostaja te same,
mozna jedynie oszczedniej zapisa¢ macierz w komputerze). Takim przyktadem jest macierz
Hessenberga gdzie dla i > j + 1 = a;; = 0 1 pasmowa (tréjdiagonalna) gdzie z |i — j| > 1 =
a;; = 0:

[ X X X X X X di ¢
X X X X X X aq dg Co
0 X X X X X ag dg C3
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ANALIZA BLEDOW? 3 4 5 6
Definicja
Dla macierzy A € R™"
a;; a2 ... QAip
A 21 A22 ... Q9
ap1 Qp2 ... Gpp

funkcje || - || : R™*" — R, nazywamy norma macierzowa, gdy ma nastepujace wiasnosci

za J. Wilkinson’em

D. Kincaid & W. Cheney, Numerical Analysis, ss. 181-221;

G.W. Stewart, Afternotes on Numerical Analysis, ss. 103-131;

A. Ralston, Wstep do analizy numerycznej, ss. 365-392;

R.L. Burden, J.D. Faires & A.C. Reynolds, Numerical Analysis, ss. 289-317;
H. Rutishauser, Lectures on Numerical Mathematics, ss. 23-76;
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1. ||A| 20, oraz ||A|| =0 <= A =0,
2. |[|eA]l = [e[[[A]l; c € R,

3. [[A+ B[ < [|A] +[|B]],

4. [AB| < Al 1B

Typowe normy

n
|All. = S a? (norma euklidesowa, {o—norma)

ij
i=1j=1

|Alls = max /A (AAT) (norma spektralna)

(2

n

Gdzie w definicji normy’ spektralnej || A|ls symbolem \;(AAT) oznaczono i—ta warto$¢ wlasna
macierzy AAT.
UWACGA 7Z macierza A € R"*" jest zwiazane wzorem

f(z) = Az

przeksztalcenie liniowe f : R™ — R™. Przy tak przyjetych oznaczeniach mamy

JAI = 1112 sup (@) = sup 12

lz]=1 w0 |7

INACZEJ, norma macierzy || A|| jest norma operatorowa przeksztatcenia y = f(x) wyznaczonego
przez ta macierz.

OGOLNIE, dla przeksztalcenia f : By — By, gdzie B;, By—przestrzenie unormowane, rozwaza
sie klase przeksztatcen ograniczonych. Dla takich przeksztatcen

ar | f(@)]l
Il = sup ===
=20 7]
jest norma.
Normy w przestrzeniach R™:
n
lzlli = >_|x;]  ¢1morma,
i=1
n
|zl = />.2? fynorma, norma euklidesowa,
i=1
|z]l = max |z;| lsmorma,
1<i<n
gdzie 7 = (21, 29,...,2,) € R,

Lemat
Jezeli przestrzeri R™ jest z norma ||z|| = max |z;|, = € R™ to dla A € R™™ zachodzi
\Z\

1<i<n

n
1Al = max Y lay].
j=1
7 LM. Gelfand, Wyklady z algebry liniowej, PWN, Warszawa 1971.
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Uzasadnienie

4l = s Aul = s {max|<Au>¢|}:

n n
gdzie kres gérny sup a;uj| = > la;l, i = 1,...,n jest realizowany przez |ulloc = 1
llulloo=1 |j=1 j=1
okreslone w nastepujacy sposob u; =sgna;;, i =1,...,n.
O

PrzykrAD 1

Niech x € R" bedzie rozwiazaniem doktadnym réwnania
Ax =b

a T € R" réwnania zaburzonego
Bx =b.

Pytanie: Jaki jest blad wzgledny otrzymanego wyniku ¢
Rozwigzanie:

Mamy

8
I

— rozwigzanie doktadne,
— rozwiazanie przyblizone.

ISX
Il

Stad wynika
| — 2| = |z = B|| = |z = BA "2 = |(I = BA™)z|| < [T = BA™Y |||
Co daje nastepujace oszacowanie btedu wzglednego

llz = 2} < |1 — BA7Y.
]

PrzykrAD 11
Macierze uktadéw sa doktadne, natomiast prawe strony sa zaburzone, tzn.

— rownanie ,doktadne”,
— rownanie z zaburzong prawa strona.

Pytanie: (tak jak poprzednio) Jaki jest blad wzgledny otrzymanego wyniku ¢

Mamy
— rozwiazanie doktadne,
— rozwiazanie przyblizone.

Teraz jest 3 ~ R
lo = 2| < |A70 — A7'0|| = AT (0 = b)[| < [[A]| [|b - b]].
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Skad wynika (wiemy, ze Az = b)

; Bl s - I -]
Otrzymaliémy w ten sposob nastepujace oszacowanie btedu wzglednego
o — | - I 0]
< (1A A
" ———— 0l

r(4)

Liczba k(A) (,condition number”) zwiazana z macierza niecosobliwa A € R™*"
def | 4—
k(A) = AT 4]

odgrywa zasadnicza role w oszacowaniu btedu wzglednego rozwiazan uktadu rownan przez blad
wzgledny prawych stron 3

|z — 2| [b— 0]

P et}
- 6]

PrzykrAD 11T (liczbowy)

Dla € > 0 niech

_ 1 1+¢
A_[l—a 1 }

Mamy det(A) = €2, wiec macierz A jest nieosobliwa. Wtedy macierz odwrotna A~! jest okre-
slona wzorem .
1 —1—¢
-1 _ *
AT = g2 { —1+e¢ 1 ] '

Dla normy macierzowej || - ||ooc mamy

2+¢
82

[Alle =2+ i [[A o=

skad otrzymujemy, iz

Jezeli przyjmiemy, ze ¢ = 0.01 to otrzymamy x(A) > 40000. Daje to poglad o niebezpieczen-
stwach zwiazanych z rozwiazywaniem uktadéw rownan.

Jezeli rozwiazujemy uktad réwnan

Az =

numerycznie nie otrzymujemy dokladnego rozwiazania doktadnego x a jedynie przyblizone 7.
Oszacowanie btedow wzglednych jakie powstaja jest dane przez

Twierdzenie
Jezeli x jest rozwiazaniem doktadnym uktadu

Ax =b
a I przyblizonym

Aa ~ b,

to wtedy btad wzgledny przyblizonego rozwiazania T speinia
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1 [Ib—Azf] _ [lz -2
r(A) |0 ]

16— Az|

r(A)

Y

16]]
(V-1.1)

gdzie

ef _
R(A) < A7 1AL

Dowdéd Dowodzimy prawej nieréwnosci w (V—-1.1). Mamy
lz = Z[[ b} = [[A7 (b — AZ)[| [|Az[| < [JATY| [|b — Az|| | A [l]

skad otrzymujemy
|l — ]

o — Az
e

5]

< (147" 11All)
Kk(A)

Teraz lewa strona (V-1.1). Zachodzi
1o — Az|| ||z]| = | A(z — 2)|l |A70ll < Il [l= = 2| A" [[o]

co daje
|z — ]

]

b — AZ|
191

< (IA7MH11AT)
N————

K(A)

O

W oszacowaniu bledu wzglednego numerycznego rozwiazania T poza doktadnoscia wykonywa-
nych obliczefi, istotna role pelni macierz A uktadu. Liczba k(A) okresla ,czulosé” uktadu na

btedy zaokragleri. Macierze dla ktérych liczba k(A) jest duza nazywamy zle uwarunkowane.

W przypadku analizy doktadnodci rozwiazania norme macierzowa dobiera sie w sposéb umoz-
liwiajacy przeprowadzenie obliczen (lub oszacowan) na x(A). Przewaznie jest to norma spek-

tralna.

PRZYKLAD (wplyw skalowania macierzy na doktadnosé)

W przypadku teoretycznym rozwiazywania uktadu Ax = b, pomnozenie wiersza przez liczbe
rozna od zera nie wptywa na jego rozwiazanie. Dla numerycznego wyznaczenia rozwiazan jest

inaczej. Zajmiemy sie wspotczynnikiem
k(A) = [[Alle 147 s

wystepujacym w oszacowaniu btedéw wzgednych. Niech

(11 1 2 —1 o o
A—{l 2] wtedy A —[_1 1} oraz K(A) =3-3=09.
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Mnozymy teraz pierwszy wiersz uktadu Az = b przez liczbe 10~* aby otrzymad:

A {104 10~

A=14 )

. 4 p—
] wtedy A™! = [2 10 1]

—10* 1
oraz k(A) =3-(2-10* +1) = 6- 10"

Zgodnie z tym co zostato udowodnione na wykltadziewspotezynnik x(A) — dobrego uwarunkowania
macierzy, uczestniczyt w oszacowaniu btedu wzglednego przyblizonego rozwiazania

L b— Az -3 b — Az
< < (a2
Ao el S

7 przyktadu wida¢ jak duzo zalezy od wyboru normy macierzowej, jak i tez od skalownia
macierzy.
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