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VI Wyktad: 3 XII 10 r.

Opracowano na podstawie: [2], [4], [7]

Wyktad zaczniemy od definicji:

VI-1.1 Definicja (promien spektralny)
Dla macierzy A € R™" liczbe

p(A) = max{|\| : Az =z, + #0, A € C}

nazywamy promieniem spektralnym macierzy A.

VI-1.2 Definicja (norma naturalna macierzy A)
Dla macierzy A € R™™ i p € (1,00), okreslamy

A
4l = sup 1221,
8 Tl

Dla naturalnej normy macierzowej || A|l2 wyznaczonej przez norme ||z||2, © € R" zachodzi:

|Alls = v/p(ATA).

Jezeli macierz A jest symetryczna AT = A, to

[A]l2 = p(A).

Ponadto promien spektralny macierzy A i jej dowolna norma naturalna spetniaja
p(A) < || All-

VI-1.3 Wtasnosci
Zachodza tez nastepujace rownowaznosci:
a. ]}Lrgo (A’f)m. =0, 4,j=1,...,n;
b. klim | A*|| = 0 — dla pewnej naturalnej normy macierzowej;
—00
c. khm |A¥|| = 0 — dla kazdej naturalnej normy macierzowej;
—00

- p(A) <1
e. klim Akx =0 — dla kazdego x € R".
— 00

W metodach iteracyjnych podstawowe znaczenie ma

VI-1.4 Twierdzenie (Banacha o punkcie stalym)
Jezeli dla odwzorowania P : B — B gdzie B jest przestrzenia Banacha, istnieje takie 0, 0 <
0 < 1 ze dla kazdego x,y € B zachodzi

1P(y) — P(z)|| < Olly — x|, (VI-1.1)
to wtedy dla dowolnego z° € B ciag
" = P(2b), k=0,1,2,. ..
jest zbiezny do x* € B jedynego elementu przestrzeni B o wilasnosci
P(z*) ="
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punktu stalego odwzorowania P. Ponadto ciag =¥, k = 1,2, ... spelnia oszacowania:
ek
l2* ="l < g5 lle" =2’ (VI——12a)
k x 0 k k—1
|z® — 2" < g ||lx® — 2" (VI——1.2b)
Dowéd:

W pierwszej kolejnosci wykazemy zbieznoéé ciagu o, k = 0,1,2,.... Niech 2° € B. Wtedy dla
k=1,2,... zachodzi

Iz — 2% < 0| P(a") — P

skad wynika, ze
lo*t = 2* < 0 [t — 2.

7 nieréwnoédci trojkata dla k,1 € N, | > k otrzymujemy

|2 — 2F| < (VI-1.3)

N

||l‘k—l‘k+1||+||l‘k+1—l‘k+2|l+...+||l‘l_1—l‘l|| <

N

(Qk+9k+1+...—}-¢9l_1)||:rl—CL’OH <

< (L0 +. .+ 07 h okt — 20 =

1— elfk Qk
= F— ||zt — 2O <« ——|lat =27
LT I e Al
Poniewaz klim 0% = 0, stad ciag ¥, kK = 0,1,2,... spelia warunek Cauchy’ego. Z zupemhosci
— 00
przestrzeni B wynika rozwazana zbieznos¢. Niech wiec klim rF = x*. Z whasnosci (VI-1.1) i
—00

definicji ciagu 2* wynika, iz

g* = lim "™ = lim P(2%) = P(lim 2*) = P(z%).
k—o0 k—o0 k—o0

Uzasadnienie jednoznacznosci wyznaczenia x*. Gdyby istanialy dwa x*, 2** € B o wtasnosci
* * kk kk
¥ = P(z"), ™ = P(z"™),

to wtedy z (VI-1.1) mamy

[ = 2| = [|P(z") = P(«™)[| < 0 f]2" — =™
a poniewaz 0 € (0,1), to ||z* — z**|| = 0 lub inaczej x* = ™. Nieréwnosci (VI — —1.2a),
(VI — —1.2b) wynikaja bezposrednio z (VI-1.3).
O
Uwaga
Przestrzen euklidesowa R" z norma || - ||,, p € [1,00] jest przestrzenia Banacha.
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Whniosek
Jezeli T' € R™™ jest macierzg o normie naturalnej ||T||, < 1 a ¢ € R" dowolnym wektorem, to
wtedy istnieje jednoznacznie wyznaczone x* o wilasnosci

*=Tx" +c,
ktére jest granica ciagu "' = TaF + ¢, k=0,1,2,..., 2° € R® — dowolne. Dodatkowo ciag
2 k=0,1,2,... spelnia oszacowania (VI — —1.2a), (VI — —1.2b).

Dowéd: Wystarczy przyjaé P(x) © 7o + ¢ i zastosowaé twierdzenie VI-1.4.

Metody iteracyjne wyznaczenia rozwiazania z* € R" uktadu
Axr =b

polegaja na wyznaczeniu x* € R" ktore, dla odpowiednio dobranej macierzy T i wektora c,
spehia
o =Tx" +c. (VI-1.4)

Na podstawie wniosku VI-1.6 dla macierzy o normie ||T'|| < 1 rozwiazanie jest granica

o* = lim 2%, "' =Tz 4+¢ kE=0,1,2,...
k—o00

gdzie 2° € R™ — dowolne.

VI-1.1. Elementarne, historyczne metody iteracyjne

Przedstawimy tu wywodzaca sie z p6Znego [2, ss. 360] XVIIIw metode Jacobiego i z roku [1, ss.
303] 1823 Gaussa—Seidela.
Dla A € R™"™ wprowadzamy nastepujace oznaczenia:

A=D-N-M

gdzie
a1 Q12 ... Qi
a21 A292 ... Q9
A = ,
L (p1  Qn2 7 |
i a1 0 0 T
0 ag9 . . ) .
D = — macierz diagonalna,
0
L 0 0 apn |
0 0 07
—Qa921 . 0 .
E = — poddiagonalna,
L —An1 ... —Apn-1 0 .
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0 —Qal2 ... —A1n T
0 0 : :
F = — naddiagonalna.
: —Qp—1n
0 ... 0 0

Ogodlnie, algorytmy iteracyjne przy oznaczeniach z wniosku VI-1.6 sa postaci:

=T+ +¢, k=0,1,2,.... (VI-1.5)
Nazewnictwo:
T — macierz iteracyjna,
e = aF — 2* — wektor bledu,
rk = Aef = AxF — b — wektor residualny (resztowy).

Algorytm Jacobiego
Réwnanie Ax = b przeksztalcamy do postaci
z=D"(E+F)z+ Db

Macierz iteracyjna w (VI-1.5), dla algorytmy Jacobiego jest nastepujaca

T;=DYE+F) c¢=D". (VI-1.6)
Algorytm w jawnej postaci
1 o0
(k+1) _ (k) L
x; = T Z_l:aij:vj -bl, i=12,...,n. (VI-1.7)
G

Algorytm Gaussa—Siedla
Tu réwnanie Ax = b przeksztatcamy do
v=(D—E)'Fr+(D-E)"b,

wiec dla algorytmu Gassa—Siedla mamy macierz T z (VI-1.5) postaci

Tas = (D — E)'F, c=(D—E)""b (VI-1.8)

Zauwazmy, ze macierz D — FE jest dolnie trojkatna. Przy uktadaniu algorytmu zaczniemy od
postaci
(D — B)z* ) = pa® 4 p

i z uwagi, ze macierz D — F jest dolnie trojkatna, to wzor rekurencyjny

1—1 n
1

%i \ 521 j=it1
przy danym z®) wyznacza z*+1)
odwrotnej (D — E)~ L.

. Tak wiec, nie trzeba w sposéb jawny wylicza¢ macierzy

Zajmiemy sie teraz zbieznoscia obu tych metod.
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Metody numeryczne I, 2010/11r

Definicja
Macierz A =

n

o wierszowo, gdy spelnia: |a;| > Y |aijl,
=1
j#i

n

e kolumnowo, gdy spelnia: |a;| > Y |aj|.
Jj=1
i

Gdy sa spetnione oba warunki, to taka macierz nazywamy silnie diagonalnie dominujaca.

Twierdzenie

Jezeli macierz A jest silnie daigonalnie dominujaca, to wtedy ciag iteracji (VI-1.5) w metodzie

Jacobiego jest zbiezny.

Dowéd:
Dla tej metody mamy

i)} =1 € R™™ jest silnie diagonalnie dominujaca

B 0 __a12 _ain ]
ail ail
__a21 0 _ a2n
a22 a2
Ty =
_On1  __ An2 0
L Ann Ann .

Jezeli T’y jest silnie diagonalnie dominujaca wierszowo, to wtedy

1T = maXZ ol _ g 4.

zz|
J?ﬁz

w drugim przypadku macierzy silnie dominujacej kolumnowo zachodzi

1T = male il g q.

n|

Z#J

Teraz na podstawie wniosku VI-1.6 ciag iteracji (VI-1.5) jest zbiezny.

Definicja (kryterium Sassenfelda)
Macierz A = [a;]} ;- € R™" spelnia [6, ss. 57] kryterium Sassenfelda gdy

def
p = H%ax pj <1,
]_

gdzie liczby p;, 7 =1,...

z ikl

|a11|

,n sa okreslone rekurencyjnie

n

p

W lasil

|aji

gkl o

, coy M

— |aj;|

Twierdzenie
Jezeli macierz A spelnia kryterium Sassenfelda, to ciag iteracji (VI-1.5) dla metody Gassa—Siedla
jest zbiezny.
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Dowéd: Rozwazmy [6, ss. 58] réwnanie
(D—FE)xr=F=z
dla z € R", ||z]|oc = 1. Zachodzi wtedy
. @ik @ik
— j j _
ZTj = —;@%—k;l@%, J=1...,n.

Korzystajac z definicji ciagu p;, j = 1,...,n dowodzimy indukeyjnie, ze |z;| < p;, j=1,...,n.
Poniewaz zatozyliémy kryterium Sassenfelda, to otrzymujemy

|z]|ooc < p= max p; < 1.
Jj=1,..,n

Wystarczy teraz napisa¢ definicje naturalnej normy macierzowej

(D — E)""Fzlo

1]l o0

= ||(D - E)_1F||oo = HTGSHOO <p<l1

aby na podstawie wniosku VI-1.6 stwierdzi¢, ze ciag iteracji (VI-1.5) jest zbiezny.
O

Whniosek
Jezeli macierz A jest silnie diagonalnie dominujaca wierszowo, to macierz ta spelnia kryterium
Sassenfelda.

Przyktad
Trojdiagonalna macierz
2 —1
-1 2 -1
A= -1 2 -1
-1 2 -1
-1 2

nie jest silnie diagonalnie dominujaca wierszowo, ale speinia kryterium Sassenfelda.

Dowéd:
Brak dominacji wierszowej:

> layl =2 =ay| - dlakazdego i=2,...,n—1.
j=1
J#i

Kryterium Sassenfelda:

DS I S L1
b1 = 2a b; = 2p]—1 27 J=4...,N ) Pn = 2pn—17
skad
1 L 1 1 L !
= s = A n = <= — —.
bj 2Jaj ) ; y P 9 on
Wiec
1
p:1—2n T <1

O
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VI-1.2. Metody relaksacyjne — przyspieszanie zbieznoSci

Mozna przeczytaé w ksiazce A. Ralstona [8, ss. 399-402] wydanej w 1965, ze metoda Gaussa—Seidla
nalezy do tak zwanych metod relaksacyjnych — bardzo wygodnych w obliczeniach recznych
wykonywanych przez rachmistrzow! OdwotaliSmy sie do tego zapisu aby przypomnieé, ze oma-
wiane metody stuzyly do recznego wykonywania obliczen. Dokonamy teraz pewnej modyfikacji
wzoréw (VI-1.7) i (VI-1.9). Dla metody Jacobiego wzor (VI-1.7) mozna przedstawi¢ w postaci

kw1 [ (k) .
x, —x) = o <Z aijT; — bi> , 1=1,2,...,n. (VI-1.10)

J=1

Podobnie dla metody Gaussa—Seidela i wzoru (VI-1.9) otrzymujemy

—1 n
k) ) _ 1 3 (k+1) 3 (k) -
x,; —Z; ——a—ii ( 1(lijl‘j + : 'CLZ‘j(L'j —bz) s 1—1,2,...,71. (VI*lll)
J= J=1

Wprowadzamy teraz liczbe w > 0 — parametr relaksacji, przy pomocy ktorego modyfikujemy
wzory (VI-1.10) i (VI-1.11) aby otrzyma¢

(k+1) _ (k) | W S (k) L
x; =z, +Cl—n’ (bi_zaiﬂj ) , 1=1,2,...,n. (VI-1.12)
j=1
w i—1 n
(k+1) _ (k) (k+1) (k) L
x; =z, +a_ii (bi—zlaijxj —Zaijxj ) , i=1,2,...,n. (VI-1.13)
j= j=i

Wzér (VI-1.12) ktéry jest modyfikacja algorytmu Jacobiego (VI-1.6) (za [6, ss. 60-63]) nazywa
sie metoda JOR — | Jacobi over-relaxation”. W oznaczeniach wzoru (VI-1.5) otrzymujemy
macierz iteracji tej metody

T, =wT;+(1—-w), c=wD"b

Dla algorytmu Gaussa—Siedla wzor (VI-1.13) okresla (wedtug [1, t II,ss. 319] — stawna) metode
SOR — ,successive over-relaxation”. W zapisie wektorowym z (VI-1.13) otrzymujemy

(I —wD'E)z®™ ) = [(1 —w)I + wD ' Fla® +wD ™'

skad
(D —wE)z®™ ) = [(1 —w)D + wF]z® 4 wb.

Teraz widaé, ze macierz iteracji w (VI-1.5) dla metody SOR jest nastepujaca:
Tes, = (D —wE) (1 —w)D +wF], c¢=w(D—wk) b (VI-1.14)

Zajmiemy sie zbieznoscia metody SOR. W tym celu na podstawie wtasnosci VI-1.3 bedziemy
badaé promien spektralny p(Tgs,)

VI-1.13 Twierdzenie (Kahan)
Warunkiem koniecznym zbieznosci metody SOR jest 0 < w < 2.
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Dowdéd: [1, ss. 319], [6, ss. 62], [9]
Jezeli pq,..., u, sa wartosciami wlasnymi macierzy Tigs,, to sa one w szczegdlnosci zerami
wielomianu charakterystycznego i dlatego zachodzi

H,LLj = det(TGSW).

J=1

Poniewaz w okresleniu (VI-1.13) macierz Tig, jest iloczynem macierzy dolnie i gérnie trojkatnych
wiec mamy
det(Tgs,) = det(D — wE) ™! det[(1 — w)D + wF] = (1 — w)"

Z obu rownosci otrzymaliSmy

[L i = det(Tes) = (1 - "

j=1
skad wynika, ze

p(Tes.) = |1 —wl.
Wigc aby zachodzita wlasnosé (VI-1.3.d) tzn. p(Tgs,) < 1, to musi by¢ spelnione

O<w<?2.

a
Za [1, t. I, tw. 10.5.4, ss. 336] (tez [7, ss. 131], [5, tw. 7, ss. 234]) prawdziwe jest twierdzenie

Twierdzenie
Jezeli macierz A jest symetryczna i dodatnio okreslona, to metoda SOR jest zbiezna dla 0 <
w < 2.

Przyktad
Za [3, ss. 391] zastosujemy przedstawione metody do rozwiazania ukladu

4 3 0 1 24
3 4 -1 ) = 30
0o -1 4 T3 —24

Obliczenia zostaly zrealizowane przy pomocy MatLabowskich skryptow:

dla metody Jacobiego

% Jacobi

function [x,e] = Jac(A,b,xd, It)
[n,r] = size(A);

X = zeros(n,1);

e = zeros (It ,1);

nor = sqrt(xd’xxd);

D = zeros(n,1);

for i=I1:n

D(i) = —1/A(i,i);
A(i,i) = 0;

end ;

x = zeros(n,1);

for i=1:1t
b = D.x(Axx—b);

| e(i) = sqrt((x—xd) «(x—xd))/nor;

8 VI Wyktad: 3 XII 10 r.
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metody JOR i w=10.5

% JOR

function [x,e] = JOR(A,b,om,xd, It)
[n,r] = size(A);

D = zeros(n,1);

for i=I1:n

;D(i) = 1/A(i,1);

end;
b = zeros(n,1);
e = zeros (It ,1);
nor = sqrt (xd’+xd);
for i=1:1It
X = x + omx(b—Axx).*D;

e(i) = sqrt ((x—xd) '« (x—xd))/nor;

?

end

metody Gaussa—Seidela

% Gauss—Seidel
function [x,e] = GS(A,b,xd, It)
[n,r] = size(A);
b = zeros(n,1);
e = zeros (It ,1);
nor = sqrt(xd’xxd);
for k=1:1t
for i=I1:n
r = 0;
for j=1:i—1
= eHA(E)ex(i )
end;
for j=i+1:n
= AT )ex (] );
end ;
x(i) = —(r—b(i))/A(i,);
end ;
e(k) = sqrt ((x—xd) '« (x—xd))/nor;
end ;

metody SOR i w =1.25

% SOR
function [x,e] = SOR(A,b,om,xd, It)
[n,r] = size(A);
X = zeros(n,1);
e = zeros (It ,1);
d = sqrt(xd’xxd);
for k=1:1It
for i=1:n
r = 0;
for j=1:i—1
ro=r4A(i, j)xx(J);
end;
for j=i:n
= A(Ej)ex(j )
end;
x(i) = x(i)+omx(b(i)—r)/A(i,1);
end;

e(k) = sqrt ((x—xd) '« (x—xd));
end ;

VI Wyktad: 3 XII 10 r. 9
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Gléowny skrypt

clear all;

clc;

A =1[4 3 0; 34 —-1; 0-1 4];
b = [24; 30; —24];

xd = A\b;

a = 5;

It = 25;

[x1,el] = Jac(A,b,xd, It );

[x2,e2] = JOR(A,b,0.5,xd, It );

[x3,e3] = GS(A,b,xd, It );

[x4,e4] = SOR(A,b,1.25,xd,1It);

plot ([a:It],el(a:It), k=" ,[a:It],e2(a:It), k—",
[a:It],e3(a:1t), k:’ ,[a:It], ed(a:It), k—.");

axis([a It —0.01 0.26]);

legend (’Jacobi’, ’JOR’, ’Gauss—Seidel ’, ’SOR’ ,1);

Wyniki obliczen zostaty przedstawone na rys. VI-1.

Rysunek VI-1. Wykresy bledéw wzglednych 2

10

k*{[*”g

l[z*l2

, k=5,...25.
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