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VII Wyktad: 10 XII 10 r.
Opracowano na podstawie: [3, ss. 381-393], [5], [6, ss. 247-260], [8, ss. 146-159], [7] i [9, ss.
402-408].

VII-1.0.1. Wstep

Bedziemy zajmowaé sie wyznaczeniem ciggu 2% € R", k =0, 1,2, ... zbieznego do rozwiazania
x* € R" uktadu
Ax =0,

gdzie macierz A € R™ " jest symetryczna A = AT i dodatnio okredlona tzn. 27 Ax = (z, Az) >
0, x # 0. Podstawa rozwazanych tu metod bedzie funkcja

1 1
®(r) = éwTAm — 2T = §<x, Azx) — (x,b) — energia uktadu Az = b.

Lemat
Niech macierz A bedzie symetryczna i dodatnio okreslona. Wtedy, dla x € R™ i kierunku
v € R™ v # 0 minimum funkcji

p(t) = ®(r+tv), teR

jest przyjete dla

(v,b— Ax)
ty=———. II-1.1
0= o, Aoy (VIFLD)
1 Wynosi
B B 1{v,b— Ax)?
Dowéd:
Dla danych wektorow x,v € R™ i dowolnej liczby rzeczywistej ¢ € R mamy
o(t) = ®(z+tv) =
1 1
= 5(:1: + tv, A(x + tv)) — (x + tv, b) = 5(:17 + tv, Ax + tAv) — (x + tv,b) =
1
= (@, Az) + t{w, Av) + 10, Az) + (v, Av)) — (2,5) — t{v,b) =

1
= ®(z)+t(v,Ax —b) + 5752(1), Av).
W przeprowadzonych rachunkach skorzystalismy z wlasnosci (x, Av) = (v, Az) aby otrzymaé
1
o(t) = ®(z) + t{v, Ax — b) + §t2<v, Av). (VII-1.3)

Prawa strona (VII-1.3) jest tréjmianem kwadratowym o wspotezynniku przy t* dodatnim w
takim razie istnieje tg € R o wtasnosci

D (x + tov) = min ®(x +tv)

Warunek konieczny na ekstremum w £, jest nastepujacy

d®(z + tv)

7 =0.

t=to
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Ze wzoru (VII-1.3) otrzymujemy, ze

P
d®(w +tv) = (v, Ax — b) + to (v, Av) = 0.
dt ity
A wiec
b (v,b— Ax)
T (v A)
Dla tak wyznaczonego ty obliczamy
e(to) = ®(z+1tov) =
(v,b — Azx) 1{v,b— Az)?
= & —— (v, Az — ——— (v, Av) =
(@) + e e = ) 5 0 )
1{v,b— Az)?
= ®(r)— —————.
@) = 3w
O
Lemat

Jezeli macierz A jest symetryczna i dodatnio okreslona, to wektor x* € R™ jest rozwiazaniem
uktadu
Ax =b

wtedy i tylko wtedy, gdy
®(z*) = min ®(z). (VII-1.4)

r€ER™

Dowéd:
Zatozymy, ze z* € R" spetnia rownanie Az* = b. Przyjmujac w (VII-1.3), dla dowolnego x € R"
zav=x—x"1t=1 otrzymujemy:

®(z) =®(z" +v)=P®(2") + (v, A" = b) + %(v,Aw > ®(x7).

Skad wynika, iz

d(2") = min b (z).
Niech! z* € R™ spelnia (VII-1.4) i zalézmy nie wprost, ze Az* — b # 0. Gdy teraz przyjmiemy
v = Azx* — b to z lematu VII-1.1 mamy
1{v,b— Az*)?

P(x* + tgv) = P(x¥) — > (o Av)

< ®(z").
A wiec zatozenie Az* — b # 0 doprowadzito do sprzecznosci z (VII-1.4).

W [10, t. II, ss. 242-246] lemat VII-1.2 uzasadnia sie w nastepujacy sposéb

Uwaga
Niech

Plz) = %(Ax CDTA Az — b) = 2(Az — b, AL (Az — b)),

1
2

1 K.T. Istnienie takiego =* wynika z ogélnej teorii form dwuliniowych dodatnio okreglonych.

2 VII Wyktad: 10 XII 10 r.
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gdzie macierz A jest symetryczna dodatnio okreslona. Wtedy
1
F(x)=®(z) + EbTA_lb
oraz x* € R" jest rozwiazaniem Ax* = b jedynie wtedy, gdy speinia

O:F(x)::,{%%F(x)'

Dowéd:
Mamy
(A7PA)T = (AA YT =1
skad
AT(AHT = A HTAT = 1.
Co daje

(A—I)T — (AT)_I.
Jezeli wiec macierz A jest symetryczna, to A~! tez. Nastepnie mamy
vTA e = (A )T A(A )

skad wynika, ze symetryczna macierz A jest dodatnio okredlona jedynie wtedy, gdy A" tez jest
dodatnio okreélona. Teraz na podstawie definicji dodatniej okreslonosci wynika teza.
Poza tym mamy

F(z) = =(Az—0)TA YAz —b) =

1
2

Lo 7 T T T 4-1 Lr
= 5(1: Az —2'b—-b'2+ 0" A b)z@(%’)—i—gbA b

Definicja
Jezeli ® : R" — R, to

grad ®(z) = V®(2) € [®,,(2), ®,,(2), ..., &, (2)]7

gdzie

81@ ’
Interpretacja geometryczna V®(x) jest nastepujaca.

Wiemy, ze jezeli ¢ : R — R jest funkcja rézniczkowalna, to pochodna w ¢’(ty) opisuje szybkosé
zmian wartosci funkcji y = p(t) w tg. Wezmy teraz punkt x € R" i wektor v € R", |jv[ls = 1
oraz dla t € R rozwazmy funkcje

o(t) = ®(z + tv).

Wtedy, jezeli ® = ®(x) jest rézniczkowalna, to funkcja ¢ = @(t) tez jest rézniczkowalna i
pochodna ¢'(0) opisuje szybko$é¢ zmian funkeji ¢ = @(t) w 0. Ze wzoru na rézniczkowanie
funkcji ztozonej mamy

®(x + tv)

¢'(0) = — . = (V®(z —i—tv)‘tzo,v) = (V®(x),v)

VII Wyktad: 10 XII 10 r. 3
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i otrzymana liczba opisuje szybko$¢ zmian funkcji ® = ®(z) w punkcie z w kierunku wektora
v. Z geometrycznej interpretacji iloczynu skalarnego mamy

| oa VR
Tak wiec wektor @
Voé(x
T Vel WVHELD)

okregla kierunek najszybszego malenia — spadku, funkcji ® = ®(z).
Dla funkcji ® = ®(z) opisujacej energie uktadu Az = b mamy

@(I‘) = ; TA$ — x Zl'zzawxj Zl‘z i

Teraz obliczamy

ka (:E) = 8xk Z al’k <xlzaleJ> - bk

gdzie skorzystaliSmy z
Ox; [ 1, i=k

W ten spos6b wyliczyliSmy, ze gradient funkcji energi
Vb (z) — %(Ax +ATE) — b= Ar—b (VIL-1.6)
jest wektorem residualnym (resztowym)
r=Ax —b.

VII-1.0.2. Metoda najszybszego spadku

Na podstawie lematu VII-1.2 rozwiazanie uktadu Az = b sprowadziliSmy do znalezienia punktu
z* € R w ktérym funkcja energii & = ®(x) osiaga swoje minimum. W pierwszym kroku wy-
bieramy w sposéb dowolny punkt z° € R™. Ze wzoru (VII-1.5) i (VII-1.6) okreslamy kierunek
0 € R" w ktorym funkcja ® = ®(z) najszybciej maleje. Na wybranym kierunku przy po-
mocy wzoru (VII-1.1) lematu VII-1.1 wyznaczamy nowy punkt x! dla ktérego cata procedure
powtarzamy. Przy tym sposobie postepowania otrzymujemy nastepujacy algorytm

e =aF ek k=0,1,2,. ..

4 VII Wyktad: 10 XII 10 r.
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gdzie
(v, b— Axh) ok Tk

(vk, Avk) kT Agk’
Zaznaczmy tutaj, ze w tej metodzie wybor kierunku oraz wyznaczenie na nim minimum jakie
osiaga funkcja ® = ®(z) sa procesami niezaleznymi. Zauwazmy (10, t II, ss. 243], ze kolejny
punkt 2%+ iteracji w metodzie najszybszego spadku jest wyznaczony jednoznacznie z warunku

vh = —V®(2F) =b— A", =

(2" = rtmﬂgl ®(2" +tr¥), k=0,1,2,...
€

gdzie kierunek v* szukania minimum
P =P = Ak — b

jest wektorem resztowym. W kolejnej metodzie — sprzezonych gradientéw, punkt z**! bedzie
wyznaczony z warunku

®(z") = min (" +ter® it 4+ ).

to,t1,...,tx ER
Zaczniemy od wprowadzenia A. Iserlesa przedstawionego w [5, NA, w. 2, 3, 4].

VII-1.0.3. Metoda sprzezonych gradientéow

Dla macierzy A symetrycznej, dodatnio okreslonej wprwadzamy w R™ nowy iloczyn skalarny
(2,y)a = (z, Ay)a = 2" Ay,

ktory generuje norme w R™ indukowana przez forme A

z]|a = \/<$,CE>A = V2T Az.

Definicja (kierunki sprzezone)
Kierunki p,q € R", p # 0, q # 0 nazywamy A—sprzezonymi lub A—ortogonalnymi, gdy

(p,q)a =p"Aq = 0.

W metodzie najszybszego spadku kolejny punkt z*+! jest wyznaczony ze wzoru postaci

2F = gk ok

gdzie v¥ jest kierunkiem szukania minimum. Po nalozeniu macierzy A i odjeciu wektora b
otrzymujemy

Azt — b = (Az® — b) + t;, AvF,

skad mamy, iz

V@ (") = V®(2*) + t), Av”.

Oznaczmy

g" E Ve (2*) = Az¥ —b.

wtedy mamy, ze
g = g" 4ty AvR (VII-1.7)

Jedli teraz zatozymy, ze kierunki v i v¥ sa sprzezone, to z réwnoéci
<U7 gk+1> = <U7 gk> + tk<vu Uk>A
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wynika, ze jezeli (v, g*) = 0 to tez (v, g*™) = 0. W metodzie sprzezonych gradientéw podstawa
jest lemat VII-1.1 a kolejne kierunki szukania minimum ®(z) energi uktadu beda spelniaé

W, gy = (W, VB(F)) =0, j=0,1,... k.

Dla dowolnego z° przyjmujemy v° = —¢° i okredlamy ciag
oFH = ok 4 0F) gdzie t, = e dlak=0,1,2,... (VII-1.8)
(F, Ay

a kierunek szukania minimum poprawiamy w ten sposob
VP = ="+ B, k=1,2,... (VII-1.9)
aby kierunki v* i v*~1 byly sprzezone tzn.
0 = (0, APy = (—gk + B okl Avh1) =
= (", AP+ By (0F L, AvkY)

skad otrzymujemy
(g", Av*1)
(VF=1, Aph=1y"

B = k=1,2,.... (VII-1.10)

Z réwnosci (VII-1.8) mamy jak poprzednio g8t = g + ¢, Avk skad otrzymujemy, iz
(WF, "ty = (F, gF 1, AUFY = (0F, gF) + 1 (08, AvR) = (VII-1.11)

(v*, ¢")

= <Ukagk> - <Uk,AUk> <Uk7AUk> =0.

Zachodzi wiec
Wt g" =0, dla k=1,2,...

a z (VII-1.9) otrzymujemy, ze
(", 6" = (=" + B ") = —(d" g") + B (VL g =
= —¢"I3 <o
skad wynika, ze wystepujaca we wzorze (VII-1.8) liczba ¢, jest dodatnia.

Twierdzenie
Jezeli A jest symetryczna dodatnio okreslona macierza a ciagi v*, g* € R" sa okreslone przez

(VII-1.8), (VII-1.9) i (VII-1.10), to wtedy dla k = 1,2, ... zachodzi
(1) lin{g% g%, ..., g" 1} =lin{o® vt ... 0F7 1},
(2) (W1 AV = (W), =0dlaj=0,1,... . k—2 gdziek > 2,
3) (¢!, ¢*)=0dlaj=0,1,...,k—1.

6 VII Wyktad: 10 XII 10 r.
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Dowéd:

Dowdd bedzie indukeyjny. Dla k& = 1 lin{g°} = lin{v"} bo z definicji v = —¢°. Punkt (2)
trzeba wykaza¢ dopiero dla k > 2 a (3) wynika z v° = —¢° i (VII-1.11).

Zatozmy, ze dla k > 1 wlasnosci (1) — (3) z tezy twierdzenia sa wykazane.

Wtedy, jezeli lin{¢°, g*,...,g* 1} = lin{o°, v, ..., v*71}, to z réwnosci (VII-1.9) wynika Ze tez
lin{g° g%, ..., ¢"} = lin{o® 0!, ... vF}.

Dowdéd whasnodei (2) zaczniemy od uwagi, ze liczba [y zostata okreslona réwnoscia (VII-1.10)
w ten sposob, by v* z (VII-1.9) speknialo

(vF, APy = 0.
Tak wiec do sprawdzenia pozostato
(¥ Avi)y =0, 7=0,1,....,k—2 przy k=2
7 okredlenia (VII-1.9) kierunku v* mamy
(v*, Av?) =
= (=g" + B " AV) = —(g", AV) + By (0FTT, A) =
= —(¢*, Ay, dla j=0,1,....k—2,

gdzie (V71 Av?) =0, 5 = 0,1,...,k — 2 na podstawie zalozenia indukcyjnego. Z (VII-1.8)
mamy, ze 20T =27 +¢;07, j=0,1,...,k — 2 skad otrzymujemy (VII-1.7) a wiec réwnosé

g =g =t; A 7z t; >0 gdzie j=0,1,....k—2.
Kontynuujac poprzednie przeksztatcenia otrzymujemy dla j =0,2,...,k — 2

(v*, Avi)y =
koA, Loy i g Lok jn ko j
= —{g" ') =——(d"g —g>=—;(<g 9 = (g ,g>> =0

J J

z przestanki indukcyjnej punktu (3) tezy.

Pozostal punkt (3) czyli mamy sprawdzi¢, ze (g7, g*"') = 0, j = 0,1,...,k. Dla tego celu,
na podstawie udowodnionej wlasnogci (1) wystarczy wykazaé¢ (v7, g*™1) =0, 7 = 0,1,...,k.
Przypadek j = k jest zawarty w (VII-1.11). Co wiecej z przestanki indukcyjnej punktéw (1) i
(3) wynika, ze

(W, g"y =0 j=0,1,....,k—1.

Skad wynika, ze aby udowodnié¢
(vj’gk+1> =0,7=0,1,...,k—1

wystarczy wykazaé, iz

a poniewaz
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to mamy

k+1>

(/.9
, 1, . 1 ;
= <Ujagk+1 - gk> = a('l}j,A’Uk> = a(Uk,AUJ> =0.

Skorzystaliémy tu z A = AT i udowodnionego juz kroku indukcyjnego dla punktu (2) tezy.
O

VII-1.7 Wniosek
Dla dowolnego z° i ciagu okreslonego réwnosciami (VII-1.8), (VII-1.9) i (VII-1.10) tylko skori-
czenie wiele g*, k = 0,1,... jest réznych od zera.

Dowéd:
Wynika to z punktu (3) twierdzenia VII-1.6 i skoficzonego wymiaru przestrzeni R™.

O
Na podstawie twierdzenia VII-1.6 przeformutujemy algorytm sprzezonych gradientéw: rownania
(VII-1.8), (VII-1.9) i (VII-1.10). Przyjmiemy tu 2° = 0 i zamiast wektora g* — gradientu,
bedziemy uzywac

" =b— Az¥ = —¢* — residuum.

Ponadto mamy g¢* — ¢*~t = t;,_; AvF~! skad wyrazenie (VII-1.10) przyjmuje postaé

(gF, Av"t) (R gF —gF )

B (VF=T, Apk=1y — (ph=1 gk — g-1y -
I Y ) Rk Ut M [/ T |
(VAL gkF) — (=1 g g (s
gdzie skorzystaliémy z twierdzenia VII-1.6 oraz réwnosci (vF=1 gF=1) = —||g"1||3.

Teraz algorytm sprzezonych gradientoéw przybiera postac:

1. Dla k = 0 ktadziemy 2° =0, 7 = b, v = 10,

2. Jedli k > 0, to v* = rF + gkt gdzie [y = ”,ill‘%

[[r+=1]13

3. Obliczamy: d* = Av* i t, = lIr

4. Wyznaczamy: ¥t = oF + 0% 1 bl =k — 4,45

VII-1.0.4. Zakoniczenie
Podstawa opracowania: [5], [2, t. II, ss. 338-344] i [8, ss. 159-162] a zwtaszcza [4].

VII-1.8 Definicja (podprzestrzenie Krylowa)
Niech A € R™*"™ bedzie macierza, v € R", v # 0 wektorem i m € N. Liniowa przestrzen

Kn(A,v) = lin{v, Av, A%, ... A" v}

2

jest podprzestrzenia Krylowa rzedu m przestrzeni R™.

2 lin = span — najmniejsza przestrzen liniowa zawierajaca (generowana, rozpieta przez) wektory ... [1, ss.
59]
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Lemat
Jezeli 0, = dim IC,,(A,v), to wtedy 0, < 01, m = 1,2,... oraz istnieje takie k € N, ze
om=m, dlam=1,... kidp=kdlam=k+1,k+2,....

Zatozmy dodatkowo, ze v = Zle C; Wi, C1,...,¢, # 0 gdzie wy,...,w; # 0 sa wektorami
wilasnymi odpowiadajacym réznym wartosciom wlasnym Ay, ..., A\, Ay # A; dlai # j macierzy
A, wtedy k = k.

Dowéd:

Poniewaz IC,,(A,v) C K11(A,v) wiec 6, < 0pmr1 a z Kpn(A,v) € R™ mamy oszacowanie
Om < n. Z zalozenia v # 0 wynika, ze 6; = dim Ky (A4, v) = lin{v} = 11 d,, < m bo przestrzen
K (A, v) jest generowana przez m wektoréw. Stad dobrze jest okreslona liczba

kdifmax{meN:ém:m}
Z definicji m wynika, ze d,, < m dlam > k+ 1 i w szczegdlnosci dla m = k + 1 mamy
Opy1 = O = k
skad wynika, ze
Kii1(A,v) = Kp(A,v).

Wiec
AFv € Ki(A,v).

Istnieja takie liczby 0y, ...,0,_1 € R, Ze

k-1
AFy = Z 0; A7 = Ogv + 01 Av + 0, A%0 + ...+ 0,1 A"

§=0
dalej dla s = 0,1, 2, ... zachodzi

k—1
ARy =N "0, AT = 0o A% + 01 A0 + AP0 4 0 AV,

j=0
Z ostatniej rownosci poprzez proste rozumowanie indukcyjne wzgledem s wynika, iz
APy € K(A,v) dla s=0,1,2,... .
Z definicji VII-1.8 przestrzeni Krytowa otrzymujemy teraz, ze
Km(Av) = Kg(Av) dla m >k

skad oczywiscie wynika, ze
Om =0 dla m > k.

Niech v = Zle ciw;, gdzie w; sa wektorami wlasnymi macierzy A a \; odpowiadajacymi tym
wektorom réznymi warosciami wlasnymi. Wtedy
Ao =Y A=Y eNw, dla j=0,1,2,... (VII-1.12)
i=1 i=1
wiec

Ki(A,v) Clinfwy, ..., w;}

VII Wyktad: 10 XII 10 r. 9
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Przy poczynionych zatozeniach o warto$ciach wtasnych mamy
dimlin{wy, ..., w;} = k.

Tak wiec wykazaliSmy, ze k < k. Zaloézmy teraz, ze k < k. Zostalo juz wykazane, iz 6; = 0y,
wiec uktad wektoréw

v, Av, A%v, . .. ,Ak_lv (VII-1.13)
jest liniowo zalezny. Istnieja wiec liczby ag,aq, ..., a;_; nie wszystkie réwne 0, dla ktérych
zachodzi

k-1 .
Zoszjv = a0v+a1Av+a2A2v+...+a;€_1Ak—1v =0
5=0

Z wzoru (VII-1.12) otrzymujemy

k-1 k—1 k k—1 k
0 = E ajAlv = E a; A’ g Ciw; = E a;j ciXNw; =
§=0 §=0 i=1 §=0 =1
k k—1
= C; Oéj)\i w;.
i=1 §=0
Poniewaz wektory wy, ..., w; sa liniowo niezalezne i ¢1, ¢, ..., ¢; # 0, to
k-1
J_ S I
5 aj i =0, dla i=1,2,... k.
Jj=0

Otrzymali$émy uktad réwnan postaci

(1A A M a0 ] [0

1 X A2 . A a 0

1Ay A3 . A a | = 0],
k—1

1o A2 N e, ] Lol

gdzie wspotezynniki tworza macierz Vandermondea. 7 zalozenia \; # A;, ¢ # j wynika, iz
jedyneym rozwiazaniem tego uktadu jest o = a1 = ... = «j,_; = 0. Co jest sprzeczne z liniowa

zaleznoscia wektoréw w (VII-1.13). W ten sposob wykazalismy, ze k = k
O

Pokazemy teraz, ze:

VII-1.10 Lemat
Dla algorytmu sprzezonych gradientéw (str. 8) zachodzi

r* ok € Kii1(A,D).

10 VII Wyktad: 10 XII 10 r.
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Dowéd:
Dla pierwszych dwoch iteracji mamy

r = b,
b= 10— 1A’ = (I —tyA) b,

7"2 = ’I"1 — tlAUI = ’T‘l — tlA(Tl + 61()) = [(] — tlA)<I — toA) — tlﬂlA]b

wiec 7™ € Kpy1(A,b) dlam = 0,1,2. Z punktu (1) twierdzenia VII-1.6 otrzymujemy, ze takze
V" € Knt1(A,b) dla m = 0,1,2. Dowodzimy dalej indukeyjnie. Jezeli ™, v™ € K,,11(A,b), to
wtedy dla m < j zachodzi 171 = 17 —t; Av? wiec 1 17+t € Kj42(A, b) oraz na podstawie punktu
(1) twierdzenia VII-1.6 mamy v/*! € K;;2(A,b). Z punktu (3) twierdzenia VII-1.6 mamy, ze
residua 77 sa wzajemnie ortogonalne a wiec liczba réznych od zera wektoréw residualnych jest
ograniczona z gory przez wymiar przestrzeni IC,, (A, D). O

VII-1.0.5. Uzupelnienie
Lemat (CGS)

Jezeli macierz A jest symetryczna i dodatnio okreslona w przestrzeni R", to w przestrzeni
liniowej R™ istnieje baza A—ortonormalna unormowana.

Dowéd?:
Forma dwuliniowa (x,y)a = (x, Ay) jest iloczynem skalarnym w R". Niech wektory ', ... u"
tworza baze w tej przestrzeni. Definiujemy teraz indukcyjnie uktad wektoréw vt, ..., o™
1
u
vho= Nl
[[u']]a
’LUk k—1
b= T gdzie w* = u* — (WF v a0, dlak=2,... n.
[[w*]|.a —
Wektory w*, k = 2,...,n zostaly wprowadzone dla uproszczenia zapisu. Wykazemy teraz, tez
indukcyjnie, ze dla k = 2, ..., n zachodzi

(W vy =0 gdzie i=1,...,k—1.
Zatozmy wiec, ze k = 2 — pierwszy krok indukcji. Wtedy mamy

(w?, o'y y =
— <u2 - <uQ7 U1>A UI,U1>A — <uQ7 U1>A . <u2’v1>A <U1,U1>A —
= (v — (W o)y =0

bo (v',v!)4 = 1. Jasne jest teraz, iz (v?,v')4 = 0. Niech teraz dla 1 <k <n,i=1,...k —1

zachodzi
(v v 4 = 0.

3 CGS = Classical Gram—Schmidt
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Otrzymujemy teraz dla:=1,2,... k

<wk+1,vi>A —
k k
_ k+1 Z k+1 Uj Ui>A _ <uk:+17vi>A _ Z(uk—kl’ Uj>A<Uj,Ui>A _
j=1 j=1
— < k+1,1}l 4 — < k+1 i>A —0.
A wiec tez?

W =0 dla i=1,2,...,k.

Lemat (MGS)
Jezeli macierz A jest symetryczna i dodatnio okreslona w przestrzeni R", to w przestrzeni
liniowej R™ istnieje baza A—ortonormalna unormowana.

Dowéd®:

Podobnie jak w lemacie VII-1.11, niech Wektory ul ,u™ tworza baze w przestrzeni R".
Definiujemy indukcyjnie uktad Wektorow vl S, k = 1 .n réwnocze$nie w kazdym kroku
modyfikujac pozostate wektory z uf+!, .. , k= .,n — 1 w ten sposob, aby

Wy =0, i=1,...0k, j=k+1,....n, k=1,...,n—1.

Dla k = 1 przyjmujemy:

vt o= %
, ez (VIL-1.14)
w? = w — W, vt =200

Oczywiscie zachodzi tu, dla j =2,...n
(o', u?) 4 =
= (! — W, v 0" 4 = (W vt 4 — (W04 = 0.

Dla k = 2,...,n definiujemy indukcyjnie wektory:

k uk,k
'l} =

| e (VII-1.15)
u],k:—i—l — u],k?_ <U]’k,1}k>AUk, J :k—l—l,,n

Sprawdzamy warunki ortogonalnosci
<Uk,uj’k+1>A —
= (" u" — (W o) 0F) 4 = (W o) 4 — (PR R, =0,
dlaj=k+1,...,norazdlat=1,...,k—1,7=k+1,....,n

<Ui7 uj,k+1>A —

= <vi,uj’k - (Uj’k, Uk>A Uk>A = (v, Uj’k>A - (Uj’k, Uk>A (Uiavkﬂ = 0.

4 Poniewaz u',...,u" jest baza, to w® #£0, k=1,2,...,n

5 MGS = Modified Gram—Schmidt
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Twierdzenie

Niech ( [6, T. 1, ss. 251]) uklad v',... v" bedzie A-ortogonalna unormowana baza przestrzeni
liniowej R™. Dla dowolnego 2 € R™ okreslamy rekurencyjnie ciag

vt =" 4 (b — Az oM, i =1,2,.. 0. (VII-1.16)

Wtedy
Ax" = 0.

Dowéd:
Wprowadzamy nastepujace oznaczenie

ti=(b— A" 0, i=1,2,...,n
Wtedy wzér rekurencyjny (VII-1.16) przyjmuje nastepujaca postaé
="t tivi.
Skad mamy
Art = Az7'4t, A0, i=1,...,n
Az = Az’ +t; Avt + .+ t, AV

Teraz od obu stron ostatniej rownosci odejmujemy wektor b i przemnazamy skalarnie przez
v', 1 =1,...,n aby otrzymac

(Az™ — b,0v") =

= (Az® — b, v") +t (Avt, ") + .+t (Av" o) =

= (A2° —b,v") +t (v, vV 4+t (U0 =

= (A2° —b,v") + ;.
Dalej mamy, ze

ti = {
(b— Az® 0" + (Az® — Azt o) + ..+ (A2 — Al oY) =
(b— A2 ") + (=t  Avt 0" + . (i AT Y =
(b— Az 0"y —t (vt o)A+ =t (v 4 = (b — Az, 0.
Pokazalismy w ten sposob, ze
(Az" — b0y =0 dla i=1,2,...n.

Tak wiec, dla dowolnego w € R™ zachodzi (Az"™ — b, w) = 0 co jest mozliwe jedynie wtedy, gdy

Ax" —b=0.
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VII-1.0.6. Zastosowanie

Rozwazania tego wyktadu poréwnamy z wynikami jakie osiagneliSmy na poprzednim dla uktadu

3 4 -1 Ty | = 30

MatLabowski skrypt dla metody sprzezonych gradientéw (CG):

% Metoda sprzezonych gradientow
function [x,e] = CG(A,b,eps,xd,It)

[n,m] = size(A);

e = zeros (It ,1);

d = sqrt(xd’+xd);

% Ustalanie warunkow poczatkowych

X = zeros(n,1);

r = b;

v =r;

Nrl =r1'%r1; % kwadrat normy wektora resztowego
k = 0; % licznik iteracji

% while (sqrt(Nri)>eps) & (k<It) % tu jest kryterium zatrzymania
while (k<It)
if 0<k
beta = Nrl/Nr0;
v = r + betaxv;
end ;
d = Axv;
t = Nrl/(v’xd);
X = X+t*v;
r = r—tx*d;
Nr0 = Nrl;
Nrl = r’x%r;
k = k+1;
e(k) = sqrt ((x—=xd) *(x—=xd));
end
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Gléowny skrypt

clear all;

clc;

A =1[430; 34 -1;0 -1 4];
b = [24; 30; —24];

xd = A\b;

a = 1;

It = 10;

[x1,el] = SOR(A,b,1.25 ,xd,It);

[x2,e2] = CG(A,b,0.0001 ,xd, It );

plot ([a:Tt],el(a:1t), k—." ;[a:It],e2(a:1t), k:");
axis ([a It —0.01 0.8]);

legend ( 'SOR’ , ’CG’ ,1);

Na Rys. VII-1 wida¢, ze w przypadku metody sprzezonych gradientow doktadne rozwiazanie
zostato osiagniete dla k=3 iteracji podczas gdy dla metody SOR z w = 1.25 trzeba byto wykonaé
k = 6 iteracji.

Rysunek VII-1. Wykresy bltedéow wzglednych dla k =1,...10.

VII Wyktad: 10 XII 10 r. 15



Krzysztof Tabisz 10 grudnia 2010, 11:50 A.M.

Literatura

1]
2]

16

A. Bialynicki-Birula, Algebra liniowa z geometria, PWN, Warszawa, 1976.
A. Bjorck and G. Dahlquist, Numerical mathematics and scientific computation, SIAM, Phila-
delphia, 2003,

Wersje roboczg polecit A. Szustalewicz. Jest ona dostepna pod adresem http: //www. mai. liw.
se/ “akbjo/NMbook. html.
R.L. Burden and Faires, Numerical methods, 3, Brooks-Cole, Florence, 2003,

Dostepna na stronie WWW autoréw, 7.XII1.03r.

I.C.F. Ipsen and C.D. Meyer, The idea behind Krylow methods, AMM 105 (1998), no. 10,
889-899.

A. Iserles and A. Shadrin, Numerical analysis, 7.XII1.03r: dostepna pod adresem http://www.
damtp.cam.ac.uk/user/na/na.html, 2003,

Lecture notes for the course, DAMTP, University of Cambridge.
D. Kincaid and W. Cheney, Numerical analysis, Brooks, USA, 1996,

Ksiqzka jest w bibliotece Instytutu Informatyki Uniwersytetu Wroctawskiego.

K. Moszyniski, Metody numeryczne dla informatykow, 27.XI1.03r: dostepna pod adresem: http:
//www.mimuw.edu.pl/ kmoszyns/, 2003/2004.

A. Quarteroni, R. Sacco, and F. Saleri, Numerical mathematics, Springer, 2000.

A. Ralston, Wstep do analizy numerycznej, PWN, Warszawa, 1983,

Ttumaczyl R. Zuber, wydanie polskie opracowal St. Paszkowski. Do wydania polskiego jest dedy-
kacja autora.
J. Stoer, Wstep do metod numerycznych, PWN, Warszawa, 1979,

Ttumaczyla E. Gurbiel.

Wroctaw, dnia 10 grudnia 2010

(—) Krzysztof Tabisz
tabisz@math.uni.wroc.pl

VII Wyktad: 10 XII 10 r.



