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VIII Wyktad: 17 XII 10 r.

POSTAWOWE FAKTY z ANALIZY:

e A CR —jest ograniczony, gdy Iy Vaea |a| < M;

e Niech A C R ograniczony i A #. Wtedy a = sup A, gdy
- vaEA a S «,
T (vaEAaéﬁ)ﬁaéﬁv
aksjomat ciagtosci R: dla kazdego niepustego ograniczonego A C R istnieje sup A;
aksjomat ciagloéci R jest rownowazny faktowi: kazdy ciag monotoniczny ograniczony jest
zbiezny;

e kazdy odcinek [a, b] C R ograniczony jest zwarty, tzn. z kazdego ciagu jego elementéw mozna
wybraé podciag zbiezny (granica wybranego podciagu ma naleze¢ do [a, b]!);

e [:R — R ma granice w punkcie xg, tzn. li_}rn f(z) = g gdy

T—x0

T (CGUChy) v5>OE|6(6)>0V91? 0< ’x - xOl < 6(8) = ‘f(x) - f(x(])’ <g,
— (Heine) Y(z,), om0 (nl_l)rfoo Ty = xo) — (nll_{IolO flz,) = g).
e [:R — R jest ciagta w z, gdy xlnglO f(z) = f(xo);

e trzy podstawowe twierdzenia o funkcjach f : [a,b] — R — ciaglych:
— y = f(x) jest ograniczona na [a, bl
— y = f(x) osiaga swoje kresy na [a, b],
— przyjmuje wszystkie wartodci posrednie miedzy mingejqp f(2) @ maxgepey f(2).
Innymi stowy f([a,b]) = [mingep 5 f(2), max,epy f(2)].

e okreslenie pochodnej y = f(z) w xo: f'(z9) = lim (wx)—igmo)
=T

warunek konieczny ekstremum y = f(x) przyj(—;tego w xo: f'(xg) = 0;

trzy twierdzenia o warto$ci $redniej dla funkeji f : [a, b)) — R — ciaglych i r6zniczkowalnych
na (a,b):
— (Rolle) jezeli dodatkowo f(a) = f(b) =0, to Jec(an f'(§) =0,

— (Lagrange) 3¢e(a, b)% f(6),

— (wzor Taylor’a) jezeli dodatkowo f : (a,b) — R jest (n + 1)-razy rézniczkowalna, to

wtedy
Yomconecomn 10 =3 LI 0 — )t 4 B (o),
k=0
gdzie
e

Opracowano na podstawie: [1] i [3].

PRZYKEAD strzelanie z armaty na odlegtosé d:

e model matematyczny:

e rozwiazanie teoretyczne: T = m;&e,

e czas lotu pocisku: T' = ?V()gslne,

2\/'02 cosfsin @
2V 7R d7

e przebyta droga przez pocisk: 7
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e okreslenie nieliniowego réwnania:
_ 2V cosfsinf
g

dyskusja warunkow istnienia rozwiazania,
zalozenie o funkcji y = f(0) ciagtosci,
algorytm znajdywania rozwiazania nieliniowego rownania przez potowienie przedziatu:
while(abs(b-a)>eps)
{
c = (b+a)/2;
if (c==al | c==D)
return;
fc = £(c);
if (fc==0)
{
a=>b=c;
fa = fb =
return;
}
if (sign(fc) '=sign(£fb))

fc;

TWIERDZENIE (Metoda Newton’a) Niech f : R — R bedzie dwukrotnie rézniczkowalna w
sposéb ciagly oraz r bedzie jednokrotnym zerem réwnania f(z) = 0. Wtedy istnieje otoczenie
r i stata C takie, ze jezeli przyjmiemy punkt startowy xg z tego otoczenia dla ciagu iteracji

f(zn) >0

et T T iy
n

to lim x, = r oraz
n—o0

|Zps1 — 7| < C(x, —7)%, n>0.

DowOb:
r jest jednokrotnym zerem funkcji y = f(z), gdy f(r) = 0 oraz f’(r) # 0. Niech

€n =Ty — T, oznacza btad przyblizenia.

Wtedy mamy

f(za) _, (VIIL-1.1)

€ntl = Tpt1 — T = Ty — f’(m )
n

e f(zn) _ enf,<$n) B f(zn)
" i) f'(@n)
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Ze wzoru Taylor’a mamy

0= f(?“) = f(xn - en) = f(:Bn) - enf,<xn) + %6% H(gn)a gdZie gn € (Ta :En)

Skad otrzymujemy
1
enf! () = f(ea) = 5" (€0)€
Co wstawiajac do (1) otrzymujemy

. B lfl/(én)ez N 1f//(7,)
T2 ) T 2 ()

DlaC =~ 1lie,~ 107"z (2) mamy: e,1; ~ 1078, e,10 ~ 1071¢ ... . W ten sposob blad e, jest
w przyblizeniu réwny e? co oznacza, iz mamy do czynienia z tzw. kwadratowa zbieznoscia.
Przejdzmy teraz do formalnego dowodu zbieznosci metody. Niech

2= (Ce2. (VIII-1.2)

(&

s
2 min |f(z)]”

|lx—r|<d

5> 0. (VIII-1.3)

Poniewaz f'(r) # 0 oraz y = f”(x) jest funkcja ciagta, to (lsin% dc(d) = 0. Wiec istnieje taka §, iz
—

0 = 0¢(0) < 1. Teraz, jezeli zaczniemy proces iteracji z punktu z, speliajacego |xg —r| < 0,
to wtedy |eg| <01 |§ —r| < 0 iz okreslenia ¢(J) otrzymujemy

1 ‘ f"(&o)
2| (o)

< ¢(9).

Tym samym z (3) mamy
|21 — 7| = lex| < €5e(d) = |eolleolc(d) < leolde(d) = leolo < [eo] < 4.
To pokazuje, ze kolejny punkt x; jest w d otoczeniu 7 i iteracja moze by¢ kontynuowana

ler] < oleol
lea] < oler| < 0%leol
les] < olea| < 0leo

Ogélnie mamy
len] < 0"[eql-
Poniewz 0 < p < 1, to mamy lim ¢" =01 lim e, = 0.

n—0o0 n—00

O
Jako ¢éwiczenie udowodnié:

TWIERDZENIE Jesli f € C?*(R) jest malejaca, wypukla i istnieje r — rozwiazanie réwnania
f(z) = 0, to rozwiazanie to jest jedyne i ciag iteracji Newton’a startujacy z dowolnego zy € R
jest do niego zbiezny.

Rozwiazywanie réwnania f(z) = 0 metodq siecznych.
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W metodzie Newton’'a

anrl:xn_M, n:O,1,2,...

przyblizamy

[ (zn) =~ flan) = f(xn_l), n=12...

Tp — Tp—1
otrzymuje wtedy (metoda siecznych)
. _ Tn—Tn—1 _ xn—lf(xn)fxnf(xn—l) _

Tnt+1 = Ty f(ajn) [f(xn)*f(xn—l)] - F@n)—f(@n_1) y n = 1, 2, 3, .
Komentarz:
Jesli okreslimy

o(u,0) = u— f(u) [f(u): (v)} , dlau#wv

u— %, dlau=wv

to wtedy ciag iteracyjny z metody siecznych mozemy zapisa¢ w postaci
Tpr1 = @(Tp,xn_1), gdzie ¢ okresla iteracje.
Szukamy punktu statego r,

r=(r,r)

tej iteracji. Poniewaz prawa strona zalezy od dwéch kolejnych punktéw to metode ta nazywa
sie tez dwupunktowq.

Analiza zbieznosci
Bedziemy wzorowac si¢ na dowodzie TWIERDZENIA w metodzie Newton’a.
Niech, tak jak poprzednio e, = z,, — r. Wtedy

f(xn)mnfl - f(xnfl)xn o f(xn)enfl - f(znfl)en

B o I (OO By ey
Dzielac przez e,e,-1 1 wstawiajé T*= "= = 1 otrzymujemy
Lp — Tn—1 I%%Q _'i%%%fl
Cnpl = o) = Fony) X pram—— X €n€n_1 (VIII-1.4)

Z wzoru Taylor’a mamy

Fla) = F(r +e) = F(r) + enf (r) + 5" (r) + O(e3).
Poniewaz f(r) = 0, to
T8 1)+ ens ) + 02)
oraz dla wskaznika n — 1
f(#n-1)

Ostatecznie

=
8
"
~
—~
8
3
L
| —

_ = Slen—en ) f'() + O,
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czywiscie x,, — x,_1 = €, — €,_1. Mozemy teraz

f(xn) _ f(mn—l)

1
En €n—1 1"
~ — ).
pra—— 5/ (1)
Pierwszy czynnik w wyrazeniu (4)
Ty — Tpei 1

PokazaliSmy w ten sposob, iz

1 "
en+1 ~ Ef—menenl - Cenenfl- (VIII_15)

f'(r)

Otrzymane réwnanie (5) jest analogiczne do réwnania (2) z metody Newton’a. Aby oszacowaé
rzad zbiezno$ci metody zalézmy, ze

lens1]| ~ Alen|®, gdzie A >0 stala.

Tzn. a—rzad zbieznosci metody oznacza, iz

li |€n+1| _

n—00 Alen‘a o

Wstawiajac
. _ 1
len] ~ Alen—1]* 1 en—a| ~ (A 1|en|)“

do (5), otrzymujemy
A1+§|C|—1 -~ |en|1—a+§'

1+V5
*2 ~ 1.62|

W ten sposob otrzymalismy, iz szybko$¢ zbieznosci metody siecznych jest superliniowa tzn.
lepsza niz liniowa. Z réwnania 1 + é = « otrzymujemy

Poniewaz prawa strona zalezy od e,, lime, =1,to 1 —a+ é = 0, wiec |a =
n—oo

0.62

f(r)
2f(r)

A= |CIFE = |ClF =l = o |

7 tak wyliczonym A otrzymujemy

1+v5
leni1] = Alen| 2 .

Metody ,przez potowienie przedzialu”, Newton’a (stycznych) oraz siecznych wyznaczenia pier-
wiastka r € R bedacego rozwiazaniem réwnania

f(ry=0 (VIII-1.6)
sa przyktadami metod iteracyjnych w ktoérych r jest ganica ciagu
Lotk = Q( Ty Trg1s - - Tt (h—1))5 n,k € N, k- ustalone. (VIII-1.7)
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Dla metody Newton’a mamy:

_ W
p(u) = )

a dla siecznych
vfW)=uf(®)  Jla u £ v
_ fw)
f'(u)?
Pierwiastek r réwnania (VIII-1.6) jest granica ciagu

U dla u = v

r= lim z,,
n—oo

i dodatkowo jest spetniona rownos$¢ wynikajaca z (VIII-1.7)

r=(r,...,r).
Definicja [2, ss. 298-299] rzad metody (iteracyjnej)

Niech
€n =Ty —T,

bedzie bledem n—tej iteracji. Zatézmy dodatkowo, ze ciag przyblizen (VIII-1.7) réwnania (VIII-1.6)
jest zbiezny

lim z, =r.
n—oo

Mowimy, ze w punkcie r metoda jest rzedu p, jesli istnieje liczba rzeczywista
p > 1 taka, ze

tim ot =0 gy el
n—o0 ’xn —T| n—o0 ’6?’L|

Stata C' # 0 nazywamy stalq asymptotyczna bledu, jest ona zalezna od funkcji
y=[f(z).

Dla metody Newton’a wykazaliSmy, iz p = 2 a przy metodzie siecznych otrzymaliSmy p =
L5 = 1618... .

6 VIII Wyktad: 17 XII 10 r.



17 grudnia 2010, 11:47 A.M. Metody numeryczne I, 2010/11r
Literatura

[1] D. Kincaid and W. Cheney, Numerical analysis, Brooks, USA, 1996,

Ksigzka jest w bibliotece Instytutu Informatyki Uniwersytetu Wroctawskiego.
[2] A. Ralston, Wstep do analizy numerycznej, PWN, Warszawa, 1983,

Tlumaczyt R. Zuber, wydanie polskie opracowal St. Paszkowski. Do wydania polskiego jest dedy-
kacja autora.

[3] G.W Stewart, Afternotes on numerical analysis, STAM, 1996,

Polecona przez A. Szustalewicza.
Wroctaw, dnia 17 grudnia 2010

(—) Krzysztof Tabisz
tabisz@math.uni.wroc.pl

VIII Wyktad: 17 XII 10 r. 7



