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Lista Nr 02, ¢wiczenia
(wyk. 15,16.X.08r)

Definicja 1. Grupg nazywamy trijke (G,*,¢e) gdzie x : G X G — G jest dziataniem dwuar-
gumentowym, e € G oraz zachodzi:

1 Vapeeg ax (bxc) = (axb)xc (lgcznosé);

2 Viyegexa=axe=a (e - element neutralny);

3 Ve axb=e, takie b oznaczamy jako b °= a~! (istnienie elementu odwrotnego);

4’ Vopeg axb="bx*a (grupa abelowa).

Rzedem grupy nazywamy liczbe elementéw G i oznaczamy |G|. Jesli rzad jest skonczony, to
taka grupe nazywamy skoriczong. Grupe G’ nazywamy podgrupg grupy G, jesli G' C G oraz G’
jest zamknieta w G na dzialanie grupowe, jedno$é i element odwrotny. Niech a € G — grupa
skoniczona i k € N. Niech
FR ax.. . xaq
k

oraz
(a) E {a',a* d®, ...}

Wtedy (a) jest podgrupa grupy G. Rzqd (a) nazywamy rzedem elementu a.
Dla n € N\ {0} oznaczamy:

Z, € {0,1,2,...n— 1}, a+,b% (a+b)modn, dlaa,be Z,;
22 e Z, i a>0&NWD(a,n) =1}, a-wb™ (a-b)modn, dlaa,be Z*;
o(n) = |Z;| - rzad grupy Z; a=,b<E> a=bmodn, dlaa,be Z,.

Naszym celem jest kryptografia z kluczem publicznym RSA, ktorego podstawg sg wlasnosci grupy

*

multiplikatywnej modulo n (Z7,-,,1). Dalej e € N bedzie oznaczalo liczbe nieparzysta.

Zad. 1 Sprawdzi¢, ze

(a) (Z,,+n,0) jest grupa addytywng (b) (Z,-n,1) jest grupa multiplikatywna
modulo n; modulo n.

Zad. 2 Uzasadni¢, ze jesli n jest liczba pierwsza, to ¢(n) =n — 1.
Zad. 3 Jesli p,q sa liczbami pierwszymi i n = pq, to ¢(n) = (p — 1)(q — 1).
Zad. 4* ! Dla dowolnego n > 0 zachodzi:

1
o(n) = nH(l — —), gdzie p jest liczba pierwsza.
p
pln
Zad. 5 (Lagrange) Jesli G’ jest podgrupa grupy skoriczonej G, to rzad G’ dzieli rzad G.
Zad. 6 (Euler) Jesli a € Z;, to wtedy
a®™ = 1.

Zad. 7 (Male Twierdzenie Fermata) Jesli p jest liczba pierwsza oraz 1 < a < p, to wtedy

1 * oznacza zadanie trudniejsze przeznaczone dla ambitniejszych studentow.
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Zad. 8" Jesli p jest liczbg pierwsza i e > 1, to wtedy réwnanie

2

X :pe 1
ma dokladnie dwa rozwiazania (pierwiastkiz 1), x = —-1=p*—1liz = 1.
Zad. 9 (Twierdzenie chiniskie o resztach) Niech nq,ng, ..., ng beda liczbami dodatnimi parami
wzglednie pierwszymi, n =mnqy-...-ng, oraz a; € Z,, dlai =1,... k. Wtedy istnieje jedyna

liczba a € Z,, taka, ze
a=p a, da =12 ..k

Wroctaw, dnia 21,/10/2008
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