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Dla liczby naturalnej n ∈ N+ okre±lamy zbiory:

Zn = {0, 1, . . . , n− 1}
Z∗n = {a ∈ Zn : a > 0 & NWD(a, n) = 1}.

Dla dodatnich liczb naturalnych okre±lamy nast¦puj¡co funkcj¦ ϕ : N+ → N � Eulera (tocjent,
Totient Function1):

ϕ(n) = #Z∗n,

która przypisuje ka»dej liczbie naturalnej liczb¦ liczb wzgl¦dnie z ni¡ pierwszych i mniejszych
od niej.

Zadania:

1. Uzasadni¢, »e ϕ(24) = 8.
2. Wykaza¢, ze jesli p jest liczb¡ pierwsz¡, to ϕ(n) = n− 1.
3. Podobnie wykaza¢, »e dla liczby pierwszej p zachodzi i α � naturalnej:

ϕ(pα) = pα(1− 1

p
).

4. Je±li p, q s¡ liczbami pierwszymi, to ϕ(pq) = (p− 1)(q − 1).
5. Ogólnie, dla dowolnego n > 0 zachodzi:

ϕ(n) = n
∏
p|n

(1− 1

p
).

6. Udowodni¢ twierdzenie Eulera2 o liczbach pierwszych. Je±li NWD(n, a) = 1, to n|(aϕ(n)−1).
7. Wykaza¢ maªe twierdzenie Fermata3 Je±li p jest liczb¡ pierwsz¡ oraz NWD(p, a) = 1, to

p|(ap−1 − 1).

Wrocªaw, dnia 30/11/2009

1 http://mathworld.wolfram.com/TotientFunction.html
2 http://pl.wikipedia.org/wiki/Twierdzenie_Eulera_o_liczbach_wzgl¦dnie_pierwszych
3 http://pl.wikipedia.org/wiki/Maªe_twierdzenie_Fermata
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