1 Dodatek do wykladu nr. 4. (Reguly rézniczkowania).

1.1 Pochodna funkcji potegowej

Reguta potegowa podana na wykladzie méwi, ze pochodng funkcji potegowej f(z) = z™ jest
funkcja f' = na"~!. Podamy teraz formalny dowéd tego faktu. Istotnym elementem dowodu
jest posta¢ dwumianu Newtona czyli uogélnienie znanych ze szkoty wzoru skréconego mnozenia

(x+y)? = 2% + 22y + ¢,
na przypadek (x 4+ y)" dla dowolnej liczny naturalnej n.

Lemat. (Dwumian Newtona). Jesli n jest liczbg naturalng, to

(z+y)" = Zn: (?) 2y

=0

Korzystajac z definicji symbolu Newtona

|
) p—— konwencje 0! = 1,
i i(n —1)!

mozemy wzor na dwumian Newtona napisaé¢ w postaci nastepujacej sumy

1 n(n — 1)$n—2 o nn—1)(n—-2) , 54

n _ n n—
(x+y)" = 2" 4na" y+ 5 1 Yy 391 Y

n(n—1)...(n—k:—|—1):10,17/,C &

n—1 n
+ L+ RE—1)...2-1 Y+ ...+ nxy +y.

Dowdéd. Zaczynamy od definicji pochodnej:

oy @) = flx) (e h)" e
) = iy T =y B

Skorzystajmy z twierdzenia dwumianowego i rozpiszemy licznik utamka z definicji pochodnej:

flx+h)—f(z) = (x+h)"—2"
= (cox" 4" Th 4 e PR + eV 3R 4+ ey 4+ cnh"> -z,
dla przejrzystosci przez cp oznaczyliSmy stala stojaca w rozwinieciu dwumianu, przy wyrazie

xkynfk.

Poniewaz cg = 1, wiec wyraz =" znika i mozemy napisac:

(x+h)" —2" = (x" + 2" Th e 2R + eV 3RS o ey h T 4+ cnh") —z"
= 2" 'h+ o™ 2h? 4 e33R 4+ -+ ey zh™ T 4 e, B

Wszystkie pozostate czynniki maja h w swoim sktadzie, ktéry mozemy wyciagnac przed nawias:

(x+h)"—a"=h [clac”*1 + cox™ ?h 4 3z PR 4+ - 4 cp1zh™ T2 4 e,



Podstawiajac do definicji pochodnej otrzymujemy:

) o flet+h) = fl@) . (x4 h)" 2"
e i A
_ g heiz™ b + cox™ 2h + c3a™ 3h? + -+ + cpo1zh 2 4 ey h T
— h
= }llir% [cw”*l +cx" 2h + sz PR 4 o 4 epzh™ T2 £ cnh””} )

Zwroémy uwage, ze wszystkie wyrazy z wyjatkiem pierwszego maja h jako czynnik, wiec sa
zbiezne do zera, gdy h — 0. Stad f'(z) = cp2™ !

, a poniewaz ¢ = n, wiec
F'(e) = nan

co dowodzi regute.

1.2 Pochodna iloczynu funkcji.

Na wykladzie podana zostala reguta rézniczkowania iloczynu funkcji:

Reguta iloczynu: Jesdli f(x) i g(x) sa dwiema funkcjami, z ktérych kazda jest rézniczko-

walna, to
W] _ A0, doa) i)

Innym zapisem tej reguty jest

Teraz podamy formalny dowodd tego faktu.

Dowdéd. Niech k(z) = f(z)g(z), bedzie iloczyn dwbch funkeji. Z definicji pochodnej

vy k(4+h)—k(x) . flx+h)glx+h)— f(x)g(x
F(z) = Jimy 7 = Jim, n :

Dodanie wyrazenia f(z)g(z+h) — f(x)g(xz + h) = 0 réwnego zero do licznika ulamka w definicji
pochodnej pozwali nam dokonaé¢ nastepujacej faktoryzacji:

iy o J@+h)gl@+h) — flx)g(a+h) + f(a)g(z + h) — f(z)g(x)
Wlz) = Jim h

[f(x+h) = f@)]g(x + h) + f(x)[g(x + h) — g(z)]

= h
- f(w+h})L—f(x) oz +h) + f(z) g(x+h})L—g(w)



Ze wzgledu na wlasnosci granicy mozemy rozdzieli¢ granice

Kz) = lim f(x+ h})L — f(=) lim g+ h)+ Jim /(@) lim glx + h}z —g(z)
= [l(z)g(z) + f(z)g'(z)

W ten sposéb udowodnilismy regute dotyczaca rézniczkowania iloczynu funkcji

[f(@)g(@)]' = f(x)g(x) + f(2)g' ().

1.3 Pochodna ilorazu funkcji.

Podamy formalny dowod podanej na wykltadzie zasadg rézniczkowania ilorazu funkcji.

Regula ilorazu: Jedli f(x) i g(x) sa dwiema funkcjami, z ktérych kazda jest rézniczko-
walna, to

d [f(w)} _ BEg(a) - G f ()
dz | g(z) 2 :

Mozemy to réwniez zapisa¢ w formie

Dowdd. Dowdd ten wynika rowniez z definicji pochodnej i wymaga jedynie troche arytmetyki.

Niech k(x) = %. Korzystajac z definicji pochodna otrzymujemy:

() = }ng(l) k(a;—kh})L—k(x)

= Jm h
oL [flz+h)  f(x
= %Lnéh{g@m g@)}

Biorac wspolny mianownika, a nastepnie dodajac w liczniku

glx+h)f(x+h)—gle+h)f(x+h)=0,

otrzymamy:
V) — i L [L ) = @t )
h—0h | g(z+ h)g(x)
_ i L[+ Rg(@) — flz+h)g(e+h) + fa+ h)g(z + h) — fz)g(z + h)}
h—0h | g9(x + h)g(x)
_ oy L [f@ R+ k) — g(@)] + 9(z + B)[f(z+ ) — f(ﬂ?)]]
h—0 h g(x + h)g(x) '
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Wykorzystujac wlasnosci granic i definicje pochodnej dla ¢'(z) oraz f’ prowadzi do:

K(z) = lim| —fleth) lgleth)—g@)] _glzth) [fla+h) - f(a:)]}
h—0 Lg(z + h)g(z) h g(z +h)g(x) h
C g [ SEER) ) @) —g(@) {Q(Hh)] k) f(@)
h—0 | g(xz + h)g(x)] h—0 h h—0 | g(x + h)g(x)] h—0 h
—f(x)g'(z) + g(z) ()

W ten sposob udowodnilisémy zasade dotyczaca rézniczkowania ilorazu funkcji.

1.4 Pochodna ztozenia funkcji.

Przedstawiamy teraz argumenty uzasadniajace regute tancuchowej rozniczkowania ztozenia funk-
cji. Przypomnijmy, ze reguta to podaje nastepujacy sposéb wyznaczania pochodnej zlozenia
funkcji:

Zasada lancucha.
Jesli y = f(u) i u = g(x) sa dwiema funkcjami, to pochodna funkcji zlozonej h(z) =
f(g(x)) jest réwna

df(g(x)] _dh _dy _ df du

dz T dr  du  dudz’

lub w innej notacji

Jedli y = g(u) i u = f(x) sa funkcjami rézniczkowalnymi, a h(zx) = g(f(x)) = y to funkcja
zlozona, woéwczas reguta tancuchowa rézniczkowania stwierdza, ze

dh _dyd
dr  dudzx’

Dowéd. Najpierw zauwazamy, ze jesli funkcja jest rézniczkowalna, to jest réwniez ciagla. Z
powodu tej ciaglosci, gdy = zmienia sie bardzo nieznacznie, réwniez u(x) moze sie zmienié tylko
troche - nie ma gwaltownych skokéw. Tak wiec, uzywajac przyjetej notacji, jesli Az — 0 to
Au — 0. Rozwazmy teraz definicje pochodnej dy/du:

dy _ o DY
—~ = lim —=.
du  Au—0 Au
Oznacza to, ze dla kazdego (skonczonego) Au,
Ay dy
Audu €
gdzie € — 0 gdy Au — 0. Nastepnie



Ay = d—yAu + eAu.
du

Teraz podzilac obie strony przez pewien (niezerowy) czynnik Ax:
Ay  dy Au n Au
— = ——— 4 e—.
Az dulAzx Ax

Biorac Az — 0 otrzymujemy Au — 0 (dzieki ciaglosci), a zatem réwniez e — 0, wiec ostatecznie

dy _ dydu

dr ~ dudx’



