Biostatystyka (WYKLAD NR 2)

PRAWDOPODOBIENSTWO

1 Prawdopodobienstwo

Przypomnimy krétko podstawowe pojecia i fakty dotyczace teorii prawdopodobienstwa. Na
wstepie ograniczymy sie do najprostrzych faktéw. W kolejnych wyktadach dotyczacych juz
statystyki postaramy sie stopniowo przypominaé¢ lub wprowadzi¢ niezbene pojecia i fakty
dotyczace rachunku prawdopodobienstwa.

1.1 Notacja

Wprowadzimy notacje, przy uzyciu ktorej w miare formalnie przedstawimy pojecie prawdo-
podobienstwa, przy pomocy ktérego opisujemy i analizujemy zjawiska losowe.

e Przestrzen préb lub inaczej przestrzen zdarzen elementarnych to zbior mozli-
wych wynikéw eksperymentu ktérego wynik jest losowy.

Przyktady. Wyniki rzutu rzut kostkq do gry Q = {1, 3, 4, 5, 6}. Wyniki rzutu monetq
Q = {orze, reszka}. Wzrost losowo wybranej osoby Q@ = R,.

e Zdarzenie losowe to zbiér A bedacy podzbiér przestrzeni zdarzen elementarnych A C

Q.

Przyktady. W wynik rzutu koscq otrzymalismy parzystq liczbe oczek, A = {2, 4, 6}.
e Zdarzenie elementarne jest szczegdélnym wynikiem eksperymentu.

Przyklad. Wyrzucenie kostka 4 oczek.
e Symbolem zbioru pustego, (), oznaczamy zdarzenie niemozliwe.

Przyklad. Wyrzucenie szescienng kostka do gry 7 oczek.

Przestrzen probki moze by¢ bardzo ztozona lub bardzo prosta. Rozwazmy przyktad rzutu
kostka. Jesli kostka zostanie rzucona raz, dowolna liczba oczek od 1 do 6 moze byé¢ wyni-
kiem rzutu. Gdy eksperyment polega na rzucie kostka dwa razy, wynikiem jest juz jedna z
mozliwych par: (1,1), (1,2), ..., (6,6) co daje tacznie 36 mozliwych wynikow. Tutaj liczymy
(1,2) oraz (2,1) jako dwa rézne wyniki. Jesli eksperyment polega na rzucie kostka n razy,
wyniki sa wszystkimi mozliwymi wektorami rozmairu n, v = (v, v, ..., vy, ), ktérych kazda
ze wspotrzednych jest jedna z liczbach od 1 do 6. Daje to przestrzen zdarzen elementarnych
6" elemetowa. Aby uzmystwi¢ sobie, jak duza to liczba wystarczy zauwaz, ze liczba ta dla
n = 130 jest wieksza niz 10%2, co mozna poréwnaé z szacunkowang liczba atoméw w obser-
wowanym Wszechswiecie. Dlatego nie najmniejszych szans, aby rzucajac w ten sposob kostka
do gry uzyska¢ wszystkie mozliwe wyniki. Mozemy jednak przewidzie¢ srednia liczbe oczek
z n rzutéw lub przewidzie¢, ile wynikéw bedzie wiekszych niz 5. Biostatystyka zajmuje sie
pozyskiwaniem przydatnych, informacji ze skomlikowanych zdarzen losowych, ktére moga by¢
wynikiem nawet najprostszych eksperymentow.



1.2 Rachunek prawdopodobienstwa

Miara prawdopodobienstwa, P, jest funkcja o wartosciach rzeczywistych zdefiniowang w zbiorze
mozliwych zdarzenin, spetniajaca nastepujace warunki:

1. Dla kazdego zdarzenia £ C Q, 0< P(F)< 1.
2. P(Q) =1.

3. Jesli E;, dlai =1, 2, ... sa zdarzeniami wzajemnie si¢ wykluczajacymi, czyli E;NE; = ()
dla kazdego i # j, to

P(UE) -3 re)

Wiasno$é (3) nazywa sie to wlasnoscia przeliczalnej addytywnosci. W szczegdlnosci wlasnosé
(3) implikuje skonczona addytywnosé

P <£J1 EZ> = gP(Ei).

W oparciu o reguty teorii mnogosci dotyczace dziatania na zbiorach jest stosunkowo tatwo
pokazaé nastepujace wlasnosci funkcji prawdopodobienstwa:

e P(0)=0,
e P(E)=1—P(Q\ E),

P(AUB)=P(A)+ P(B) - P(ANB),

Jesli AC B, to P(A)< P(B),
i P(Ui:l Ez) < X P(Ei)7

P( ?:1 EZ) = max; P(EZ)

Przyktad 1. Wedlug badan wynika, ze ze okoto 3% populacji Europy cierpi na bezdech
senny natomiast 10% populacji Europy ma zesp6t niespokojnych nég (RLS). Przeprowadzone
badania dowodza, ze 58% dorostych w Europie cierpi na bezsennosé. Czy to oznacza, ze 71%
ludzi bedzie miato co najmniej jedna z tych trzech zaburzen snu?

Odpowiedz brzmi ,nie”, poniewaz wydarzenia nie wykluczaja sie wzajemnie. To znaczy, jesli
osoba ma bezdech senny to nie oznacza, ze nie moze cierpie¢ na bezsennos¢ lub do$wiadczaé
RLS. Zdefiniuj nastepujace zdarzenia

e A; = {Osoba ma bezdech senny},
e Ay = {Osoba ma RLS},

e A3 = {Osoba cierpi na bezsennosé}.



Zdarzenie {Osoba ma co nagmniej jeden z trzech problemdéw ze snem} mozna zapisaé je for-
malnie jako A; U Ay U Asz. JesteSmy zainteresowani wyznaczeniem prawdopodobienstwa tego
zdarzenia P(A; U A3 U Aj3), a wiec prawdopodobiefistwa, ze losowo wybrana osoba z populacji
bedzie miata co najmniej jeden z trzech probleméw ze snem. Wiemy juz, ze

P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(A\ B).
Oznaczajac przez A = A1 U Ay 1 B = Aj otrzymujemy
P(A]UAyU A3) = P(A1 U Ay) + P(As) — P({A1U Ay} \ As).
Poniewaz P(A; U Ag) = P(A;) + P(Ay) — P(A;1 N Ay)

oraz

P{A T UA N A;) = P{AINAs U{A1 N A3},

wynika z tego

P(A1U Ay U A3) = P(A1) + P(Ay) + P(A3) — P(A1 N Ag) — P({A1 N Az} U {42 N A3}).
Laczac wszystko razem otrzymujemy
P(A1UAUA3) = P(A1)+P(A2)+P(A3)—P(A1NAy)—P(A1NA;)—P(A2NA3)+P(A1NANA;3)
Zatem

P(AJUAUA3) =0,71 — P(A1NAs) — P(A1NA3) — P(Ay N A3) + P(A1 N Ay N As).

Powyzszy wzor sugeruje, jakie dodatkowe informacje sg niezbedne aby wtasciwie obliczy¢
prawdopodobienco najmnstwoiej jednego z trzech probleméw ze snem.

Przyktad 2. Problem urodzinowy. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze co najmniej dwie oso-
by siedzace na sali wyktadowej maja urodziny tego samego dnia roku, choc by¢ moze nie w
tym samym roku? Zatoézmy, ze dzien urodzin przypada w losowym dniu roku z takim samym
prawdopodobienstwem dla kazdego dnia roku. Zacznijmy od obliczenia tego prawdopodobien-
stwa dla pokoju z n = 2 osobami. Niech A oznacza zdarzenie ”co najmniej dwie osoby na sali
wyktadowej maja urodziny w tym samym dniu roku” wtedy zdarzenie A° = Q\ A oznacza
"kazda osoba na sali ma urodziny w innym dniu roku” oraz

P(A) =1 — P(A°).

Obliczmy na ile sposobéw mozemy roztozy¢ dni urodzin w taki sposéb aby nie byto urodzin
tego samego dnia roku. Dla dwéch os6b mamy w sumie 365 x 365 mozliwych par dni roku,
w ktérych dwie osoby moga mieé¢ urodziny. Liczba par urodziny, ktére nie sg takie same
to 365 X 364, poniewaz pierwsza osoba moze mie¢ urodziny w dowolnym dniu roku (365),
podczas gdy druga osoba moze mieé¢ urodziny w dowolnym dniu roku za wyjatkiem dnia w
ktérym urodziny ma pierwsza osoba (364). Zatem, gdy n = 2 to

365 364
PlA)=1-="35

Korzystajac z podobnego rozumowania dla n = 3, mamy

365 o 364 o 363
365 365 365




i dla dowolnego n mamy

365 364 360 —n+1

PA)=1—— X — X ... X
365 365 365

PrzyjeliSmy zatozenia, ktore pozwolity nan w prosty sposéb obliczy¢ prawdopodobienstwo
zdarzenia A. Pierwsze z przyjetych zatozen to niezalezno$¢ dni urodzin kazdej z oséb na sali.
To oczywiscie nie bytoby prawda, jesli osoby nie zostaly wybrane niezaleznie od siebie. Na
przyktad, jesli obie osoby byty by wybrane tak aby ich dni urodzin wypadaty w tym samym
miesigcu. Drugim zatozeniem byto to, ze kazdy dzien ma jednakowe prawdopodobienstwo. Ob-
liczenia bytyby trudniejsze, ale mozna je wykonac. Jesli jest wiecej niz 365 osob, prawdopodo-
bienstwo wynosi 1, tutaj ignorujemy lata przestepne. Dlatego obliczamy prawdopodobienstwo
tylko dla pokoje z mniej niz n < 365 oséb.

n=1:364 #Vector of number of people im the room
pn=n #Vector that will contain the probabilitie
for (i in 1:364) {

pnlil<- 1-prod(365:(365-i+1))/36571
} #Prob. of >= 2 people with same B-day

Mozemy obliczy¢ prawdopodobienstwa dla liczby osoéb na sali wyktadowej rownej 23 i 57.
round(pn [c (23,57)], digital = 3)
[1] 0,507 0,990
Zwroémy uwage, ze dla grupy 23 os6b istnieje 50% szansa, ze co najmniej dwie osoby beda
mialy urodziny tego samego dnia roku, podczas gdy dla grupy 57 0sob jest juz 99% szans. Te
wyniki moga by¢ nieco zaskakujgce. Mozemy narysowaé¢ wykres funkcji, ktora podaje praw-
dopodobienstwo, ze co najmniej dwie oséby bedg urodziny w tym samym dniu, w zaleznosci
od liczby os6b na sali.

plot(n[1:100],pn[1:100],type="p",pch=19,col="blue",lwd=3,
xlab="Number of people in the room",ylab="P(at least 2 same-day B-days)",
cex.lab=1.3,cex.axis=1.3,col.axis="blue")

Na rysunku przedstawiamy jedynie prawdopodobienstwo tego zdarzenia dla n < 100 gdyz dla
n > 100 prawdopodobienstwo to jest bardzo bliskie wartosci 1.
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Prawdopodobienstwo mozna oszacowaé za pomocg symulacji metodg Monte Carlo. Wykorzy-
stamy w tym celu nast¢pujacy kod w R.

set.seed(7654098)
n=23 #number of people in the room
n_sim=10000 #number of Monte Carlo simulated Tooms with n people
are_2_birthdays<-rep(NA,n_sim) #vector of 4ndicators for >=2 same B-day
for (i in 1:n_sim)
{#begin simulations
#calculate the number of unique birthdays in a group of n people
n_birthdays<-length(unique (sample(1:365,n,replace = TRUE)))
are_2_birthdays[i]l<-(n_birthdays<n)
}#end simulations
mean(are_2_birthdays)

[1] 0,4994

Wynik symulacji Monte Carlo nie zapewnia idealnego obliczenia prawdopodobienstwo, ale po-
dana wartos$¢ jest bardzo blisko prawdziwej. Mozna to jeszcze poprawi¢ poprzez zwickszenie
liczby symulacji do 100 000 lub wiecej. Zapewnia to przyktad tego, jak potezne moga by¢
symulacje; w rzeczywistosci mozna tatwo dostosowacé kod uwzgledniajacy nieréwne prawdopo-
dobienstwo urodzin dla réznych osob dni w roku lub bardziej skomplikowane reguty decyzyjne.
Zalézmy na przyklad, ze jestesmy zainteresowani uzyskaniem prawdopodobienstwa, ze w po-
koju z n ludzmi doktadnie dwie dziewczynki urodziy sie tego samego dnia, a jeden chlopiec
urodzit sie tego samego dnia co te dwiema dziewczynami, ale co najmniej trzech chtopcow
rodzi sie tego samego dnia, ktéry jest rézny niz dzien urodzin tych dziewczynek. Oczywiscie to
bardzo sztuczny przyktad, ale stanowi przyktad pytania, na ktére moze z tatwoscig odpowiedzi
przy pomocy symulowane, ale duzo trudej odpowiedzie¢ przy uzyciu jawnych obliczen.
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