Ekonometria I (WYKEAD NR 11)

ZASADNICZE TWIERDZENIE METODY NAJMNIEJSZYCH KWADRATOW
DLA REGRESJI LINIOWEJ.

1 Twierdzenie Gaussa-Markowa.

Estymatorami parametréow by i by, réGwnania regresji postaci
y =1+ P,
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Wzory (1) i (2) podaja postaé¢ estymatoréw najmniejszych kwadratéw parametréw by i by
prostej regresji. Jak wiemy taka posta¢ estymatoréw nie jest jednak odpowiednie do bada-
nia teoretycznych wtasciwosci estymatorow najmniejszych kwadratéw. W tej czesci wyktadu
skorzystamy z rownowaznej postaci estymatora by, wygodniejszej do analizy, a mainowicie
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Zauwazmy, ze

by = B2 + Zwieia

gdzie e; to btad losowy w modelu regresji liniowej

Y = B+ Bz + €.

Co mozemy powiedzie¢ o estymatorach najmniejszych kwadratow by i by? Estymatory
(1) i (2), wyznaczone metoda najmniejszych kwadratéwmozna, mozna uzyé¢ do oszacowania
nieznanych parametréw (3; i J2 modelu regresji liniowej, bez wzgledu na to jakie okazuja
sie dane (nie musimy przyjmowaé zaklozenia o rozkladzie normalnym bledéw). Estymatory
najmniejszych kwadratéw sa estymatorami liniowymi. Zaréwno by, jak i by mozna zapisaé
jako srednie wazone wartosci y;. Jesli zatozenia (1) — (8) podane w wyktadzie sa spelnione to
estymatory najmniejszych kwadratéw sa nieobciazone. To oznacza, ze

E(bl) = ﬂl oraz E(b2> = ﬁg.

Zmamy tez posta¢ wariancji estymatoréw by i by oraz ich kowariancje. Ponadto, argumentowa-
liSmy, ze sensownie jest wybraé¢ do estymacji parametrow modelu nieobcigzonych estymatorow
o jak najmniejszej wariancji, poniewaz oznacza to, ze mamy wieksza szanse na uzyskanie osza-
cowania zblizonego do rzeczywistych wartosci parametrow.



1.1 Slynne i uzyteczne twierdzenie.

Teraz przedstawimy i omowimy stynne twierdzenie Gaussa-Markowa. Zanim je wystowimy
przypomnijmy podstawowe zalozenia modelu regresji liniowe;.

Zalozenie 1. Liniowy model regresji. Model regresji ma parametry liniowe, czyli

nastepujacg postaé
Yi = 61+ 02X + uy

Zalozenie 2. Zerowa wartos¢ oczekiwana btedu. Pod warunkiem wartosci X, war-
tos¢ oczekiwana btedu u; jest réwna zero. Formalnie oznacza to, ze

Zalozenie 3. Homoscedastyczno$é. Pod warunkiem wartosci X, wariancja btedu wu;
jest taka sam dla wszystkich obserwacji. Formalnie oznacza to, ze

Var(u;|X;) = Efu; — E(u]X;))?
= E(u|X))

ol

Zalozenie 4. Brak autokorelacji miedzy btedami. Pod warunkiem wartos¢i dwoch
obserwacji zmiennej X, X; i X, dla i # j, korelacja miedzy dwoma btedami u; i u; wynosi
zero. Symbolicznie,

Cov(ug, ui| Xy, Xj) = E{[ui — E(u)][ X} {{u; — E(uy)]| X5}

E (u] Xi) (u;]X5)
= 0.

Zalozenie 5. Zerowa wartos$¢ kowariancji miedzy u; a X; lub E(u;X;) = 0. Formal-
nie,

Cov(u;, X;) = E[u; — E(w;)][X; — E(X;)] = Elu(X; — E(X;))], poniewaz E(u;) =0
= E(u;X;), poniewaz E(u;) =0
= 0.

Twierdzenie (Gaussa-Markowa).

Przy zalozeniach (1)-(5) liniowego model regresji, estymatory by i by majg najmniejszq wa-
riancje sposrod wszystkich liniowych i nieobcigzonych estymatory (1 i@ B2. Sq to najlepsze
liniowe nieobcigzone estymatory b, i bs.




Najpierw wyjasnijmy, co mowi twierdzenie Gaussa-Markowa, a czego nie méwi.

1. Estymatory b, i by sa ,najlepsze” w poréwnaniu z podobnymi estymatorami, ktore sa
liniowe i nieobcigzone. Twierdzenie to nie méwi, ze by i by sa najlepsze sposroéd wszystkich
mozliwych estymatorow.

2. Estymatory by i by sa najlepsze w swojej klasie, poniewaz majg najmniesza zmiennosc.
Poréwnujac dwa estymatory liniowe i nieobciazone, zwykle chcemy wybra¢ ten, ktory
ma mniejszg wariancje, poniewaz ta reguta szacowania daje nam wyzsza wartos¢ praw-
dopodobienstwo uzyskania oszacowania zblizonego do prawdziwej wartosci parametru.

3. Aby teza twierdzenia Gaussa-Markowa mogta by¢ prawdziwa, zalozenia (1) — (5) musza
by¢ spetnione. Jesli ktérekolwiek z tych zatozen nie jest spetnione, wéwczas by i by nie
sg koniecznie najlepszymi liniowymi nieobcigzonymi estymatory by i bs.

4. Twierdzenie Gaussa-Markowa nie zalezy od zalozenia normalnosci.

5. W prostym modelu regresji liniowej, jesli chcemy zastosowaé liniowy i nieobciazony es-
tymator mamy gotowe rozwiazane w postaci estymatorow b; i by. To wyjasnia, dlaczego
badamy te estymatory i dlaczego sa tak szeroko stosowane w badania, nie tylko w dziedzi-
nie ekonomii, ale takze we wszystkich naukach spotecznych, medycznych, przyrodniczych
i technicznych.

6. Twierdzenie Gaussa-Markowa dotyczy estymatoréw wyznaczonych metoda najmniej-
szych kwadratow.

7. W twierdzeniu Gaussa-Markowa rozwazamy liniowe estymatory nieobciazone. Zatozenie
liniowosci jest bardzo pozadane z punktu widzenia obliczeniowego oraz okreslenia wta-
snosci statystycznych estymatora. Wtasnos¢ nieobcigzonosci moze by¢ pozadana w przy-
padku gdy naszym celem jest wyznaczenie doktadnej postaci modelu. W tym przypadku
estymator obciazony btednie wyznacza rzeczywista warto$é¢ parametréw modelu. Jednak
gdy naszym celem jest prognoza na podstawie wyestymowanego modelu, moze sie oka-
zac, ze estymator obcigzony ale o mniejszej wariancji niz estymator nieobcigzony pozwa-
la nam dokona¢ predykeji obarczonej mniejszym btedem. Twierdzenie Gaussa-Markowa
podaje postaé najlepszego liniowego estymatora nieobcigzonego ale nie gwarantuje, ze
nie bedziemy w stanie wyznaczy¢ estymator obcigzony ale o mniejszej wariancji.

1.2 Dowdd twierdzenia Gaussa-Markowa.

Udowodnimy tez¢ twierdzenie Gaussa-Markowa dla estymatora by parametru 5, wyznaczone-
go metoda najmniejszych kwadratéw. Nasz cel to wykazanie, ze w klasie estymatoréw liniowych
i nieobciazonych estymator by ma najmniejszg wariancje.

Niech
gdzie k; sa stalymi, bedzie innym estymatorem liniowym [s.
Do utatwienie poréwnania z estymatorem najmniejszych kwadratéw bg, przedstawmy k; w

postaci,
ki = W; -+ Ci,

gdzie



Biorac pod uwage taka postac b} i korzystajac z postaci i wladciwosci w; otrzymamy
by = Ykiyi = X(wi+ ci)yi = X(wi + ¢;)(B1 + Bexi + €)
= X(wi +¢i)Br + Z(wi + ¢i)Baxi + X(wi + ¢i)e;
= B12w; + Br2ci + BaXwix; + BaXew; + X(wi + ¢;)e;
= BiXci + Ba + Ba2eixi + X(wi + ci)e;

Teraz nakladajac wartosé oczekiwa i korzystajac z faktu, ze zaktadamy E(e;) = 0 otrzymamy

E(b) = Bi1Xci + B2 + Ba2cixi + 2(wi + i) E(e;)
= B12ci + B2 + BaZcixi

Zauwazmy, ze aby estymator estymator liniowy 0* = > k;y;, byl nieobcigzony, musza by¢
spelione nastepujace rownosci

> =0 oraz Y cz; =0. (3)
Zakladamy wiec, ze warunki (3) sa spelnione i uzyjemu ich w celu uproszczenia wyrazenie na
b

=Y kyi =0+ > _(wi +c)e (4)

Biorac teraz pod uwage wlasnosci wariancji oraz roOwnosc¢

$—l’

mozemy wyznaczy¢ wariancje liniowego estymatora n1eobc1@zonego b5

var(bz) = var[Ba + X(w; + ci)ei] = X(wi + c‘,-)j\,-'ar[e,-)
= 0'22(11‘,- + c‘,-)2 = (]'ZZH‘,? + 0‘22(‘,2
= var(b,) + 02X¢7

> var(bh,)

Ostatna nieréwnos$¢ wynika z oczywistego faktu, ze 3 c¢? > 0 i pokazuje, ze w rodzinie linio-
wych i nieobcigzonych estymatoréw nie ma estymatora parametru (35 o wariancji mniejszej niz
estymator najmniejszych kwadratéw by, kazdy z alternatywnych estymatoréw ma wariancje,
ktora jest wieksza lub réwna estymator najmniejszych kwadratow b,. Zauwazy, ze aby

Var(b3) = Var(by)
musi by¢ spetliona réwnosé 0?3 ¢; = 0, a poniewaz o > 0, wiec > ¢? = 0 co oznacz,
ze wszystkie wspotczynniki ¢; muszg by¢ réowne zero, ¢; = 0. W tym przypadku przypadku
b5 = by. Zatem nie ma innego liniowego i nieobciazonego estymatora (3, lepszego niz b, co
dowodzi twierdzenia Gaussa-Markowa.
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