Ekonometrii I (WYKLAD NR 2)

PROSTA REGRESJA LINIOWA

Termin "regresja” i metody badania zwigzkéw pomiedzy dwoma zmiennymi pochodza sprzed
ponad 100 lat. Termin regresja po raz pierwszy wprowadzony zostat przez Francisa Galtona w
roku 1908. Galton, znany brytyjski biologa, propagator metod iloSciowych w nauce oraz kuzy-
nem Karola Darwina byt zaangazowany w badania nad dziedziczno$cia. Na podstawie danych
ilosciowych zaobserwowat, ze dzieci wysokich rodzicéw sa wyzsze niz przecietne, ale nie tak
wysokie jak ich rodzice. Termin "regres w kierunku sredniej” dat asumpt to nazwania meto-
dy badania tego typu zaleznosci regresja. Tak wigc termin regresja opisuja przede wszystkim
relacje statystyczne miedzy zmiennymi. W szczegdlnosci prosta regresja to metoda regresji stu-
zaca do opisania zaleznosci miedzy jedna zalezna zmienna (y) i jedna zmienna niezalezna (x).
Nastepujace klasyczne dane zebrane przez Galtona zawieraja informacje o wzrodcie rodzica i
wzroscie jego dziecka.

Parent 64.5 65.5 66.5 67.5 685 695 705 715 725
Children 658 66.7 67.2 676 682 689 695 69.9 722

Srednia wysokos$é¢ wynosi 68, 44 dla dzieci i 68, 5 dla rodzicéw. Korzystajac z metody regresji
liniowej zaleznos¢ wzrostu dziecka od wzrostu rodzicow mozna opisa¢ jako:

wzrost dziecka = 21,52 4 0,69 wzrost rodzica.

Prosty model regresji liniowej jest zwykle zapisany w formie

y:50+ﬁlx+67

gdzie y jest zmienng zalezna, By i 31 sa parametrami modelu, x jest zmienng niezalezna
natomiast € jest btedem losowym. Zmienna zalezna jest rOwniez nazywana zmienng odpowiedzi
a zmienna niezalezna nazywana jest zmienng objasniajaca lub predykcyjna. Model regresji
mozna przedstawi¢ w bardziej ogdlnej postaci:

y=E(y) +e

gdzie E(y) jest wartoscia oczekiwana zmiennej odpowiedzi € jest btedem losowym. Gdy E(y)
jest liniowa kombinacjg zmiennych objasniajacych x1, o, ..., ) to otrzymujemy model regresji
liniowej. Jesli & = 1, to otrzymujemy prosta regresje liniowa. Jesli E(y) jest nieliniowa funkcja
X1, T, ..., T to otrzymamy model regresji nieliniowej. Klasyczne zatozenia dotyczace btedu
losowego to E(y) = 0 i stala wariancja Var(e) = 0. Typowy eksperyment dla prostej regresji
liniowej polega na tym, ze obserwujemy n par danych (x1, v1), (22,%2), -, (Zn, ¥ ) na podstawie
eksperymentu naukowego i modele otrzymany na podstawie tych danych mozna zapisa¢ jako

i =00+ biri+e€, dlai=12 ..n,



gdzie E(¢;) = 01 Var(e) = 02, a zmienne losowe €i sa niezalezne. Zauwazmy, ze wartos¢ o2 jest
zwykle nieznana. Zaktadamy, ze wartosci x; sa mierzone ”doktadnie” a wiec bez btedu pomia-
rowego. Po okresleniu postaci modelu i zebraniu danych, nastepnym krokiem jest estymacja
parametrow 3y i 31 dla prostego modelu regresji liniowej, przy ktérych model moze najlepiej
opisa¢ dane pochodzace z eksperymentu naukowego. Postaé¢ estymatoréw parametréw modelu
wyprowadzimy i oméwimy ich wlasciwosci statystyczne w dalszej czesci wyktadu.

1 Metoda najmniejszych kwadratow.

Zasada najmniejszych kwadratow dla prostego modelu regresji liniowej proponuje oszacowac
warto$ci parametrow by i by w taki sposob, aby suma kwadratu odlegtosci przewidywanej
przez model wartosci y; = By + (1x; od rzeczywistej odpowiedzi y; osiagga minimum sposrod
wszystkich mozliwych wyboréw wspétczynnikéw regresji Gy i f.

n

(Bo, f1) = arg mingg, 3, Z — (Bo + 51%)] .

=1

Korzystajac z analizy matematycznej zagadnienie wyznaczenia metodg najmniejszych kwa-
dratow wartosci parametréw modelu prostej regresji liniowe mozna sprowadzi¢ do rozwigzania
nastepujacego uktadu rownan:

a n

87501‘:1 lyi — (Bo + Brz:)]> = 0, (1)
;;”_1 i — (Go+ Bua)l® = O, )

Zauwazmy, ze wygodniej jest rozwiaza¢ zagadnienie estymacji parametréw regresji liniowej w
przypadku scentrowanego modelu liniowego postaci:

=05+ fi(x1 — &) +e,

gdzie By = B} — f12. W przypadku tego scentrowanego modelu nalezy rozwigza¢ uktad

555 3o b= (5 + Bz = = 0 ()
37 3o = (55 + Aua = = 0 5)
Rézniczkujac wzgledem f i 8 otrzymamy
Zi:[yz—(ﬁa + B — 7)) = 0, (6)
Sl — (5 + Gl — 2 (5 —7) = 0 Y

Zauwazmy, ze

Zyl—nﬁ(ﬁz& —Z) =nf (8)



Tak wiec
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Podstawiajac y w (8) za 3} otrzymamy
> [y = (G + iz — 2)] (2 — 7) =
=1

Oznaczajac przez by i by rozwigzanie uktadu (1) i (2) mamy

S = (1) (=) _ Sy o)

Zz 1 ((L’ - I>2 Sxx

oars

by =by — b1z =. (10)
Dopasowana na podstawie modelu prostej regresji liniowej wartosé¢ y; bedacej odpowiedzia na
warto$¢ zmiennej x; jest definiowana jako 1; = by + bix;. Roéznice miedzy y; a dopasowang
na podstawie modelu wartoscia 4;, e; = y; — ¥;, nazywamy resiuduem regresji, wartoscig
resztkowa. Wartosci resztowe regresji odgrywaja wazng role w analizie jako$ci dopasowania
oraz testowaniu modelu regresji. Zostanie to przedyskutowane w dalszej czesci wyktadu. W
odroznieniu od bledéw e;, ktore sg nieobserwowalne, residua mozna obliczy¢ na podstawie
zaobserwowanych odpowiedzi y; 1 wyznaczonych wartosci ¢; a wigc sa obserwowalne.

2 Wlasciwosci statystyczne oszacowania najmniejszych
kwadratow.

W tej czesci wyktadu omoéwimy witasciwosci statystyczne estymatoréw modelu regresji liniowej

otrzymanych metoda najmniejszych kwadratow. Najpierw omawiamy wtasciwosci przy naste-

pujacych zalozenia na blad. Przyjmijmy, ze E(¢;) = 01 Var(e;) = 02, oraz es dlai =1,2,....n
sg niezaleznymi zmiennymi losowymi.

Twierdzenie 1.Estymator naymniejszych kwadratow by jest nieobcigzonym estymatorem [3y.
Dowdd.
Ebo = E(_ — blx ( Z yz> — Ebljf = ZEyl — IEbl

=1

iZﬁO*‘ﬁﬂz ﬂlj:n;ﬁo—l-ﬁli;xi—ﬁ@:ﬁo.

Twierdzenie 2. Estymator najmniejszych kwadratow by jest nieobcigzZonym estymatorem pa-
rametru (3.

Dowdd.
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Twierdzenie 3. Wariancja estymatora by parametru 3, ma nastepujgcq postaé
2
o
by) = .
Var( 1) TLSI$
Dowdéd.
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Var(by) = Var (S ) (18)
= gV (3 e - ) (19)
S‘gz n — (2 (2
var (43 (o =) 20)
= r| =) yi(e; =2
Sre niz
_ 11 zn:(x — z)*Var(y;) (21)
S{%x n2 — (2 (2
1 1 ¢ 9 9 o?
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Twierdzenie 4. Estymator najmniejszych kwadratow by oraz § sqg nieskorelowane. Przy do-
datkowym zalozeniu, ze y; dla v =1,2,...,n majqg rozkiad normalny, estymator najmniejszych
kwadratow by oraz iy majq rozklady normalnie i sq niezalezne.

Dowdéd.
~ Sxy _
Cov(by, y) = Cov (S ,y> (23)
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~ oV (S D (24)
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1 n
= 5 Cov (Z;(a:Z )y, y) (26)
1 n n
= — 5 Cov <Z(azz — )Y, Y yl> (27)
S i=1 i=1
1 - _
- n2s,. ;(% —z)Cov (yi, y5) (28)

Poniewaz Ee¢; = 0 oraz ¢; sg niezalezne otrzymujemy

o, gdy i=3j
Covtyn 1) = Bl ~ By ~ Euy)] = Covte ) = { 7y 50 1=

Tak wiec
1 n
Cov(b, §) = —5a— > (i — z)o? = 0.
n*See o
Niezaleznos¢ by i y wynika teraz z faktu, ze nieskorelowane zmienne losowe normalne sg nie-
zalezne.

Twierdzenie 5. Wariancja estymatora by parametru By ma nastepujgcg postaé

Var(by) = (1 + i ) o?.

n o NSy

Dowdd.
Var(by) = Var(y — bi7) (29)
= Var(y) + (z)*Var(b,) (30)
— C: + (:7;)271;; (31)
= (711 + (jfnSng) o2 (32)

Udowodnione wtasciwosci 1-5 sg istotne dla analizy modelu regresji liniowej. Zwtaszcza postaé
wariancje parametrow by i by jest istotna. Zauwazmy, ze wzor na wariancje estymatorow naj-
mniejszych kwadratow by i by zawiera wariancje btedu. Wariancja btedu jest zwykle nieznana.
Dlatego niezbedne jest oszacowanie wariancji btedu losowego w modelu regresji liniowej.
Niech y; bedzie obserwowang zmienng odpowiedzi, a 1; = by + byx;, wartoscig odpowiedzi
otrzymang na podstawie dopasowanego metoda najmniejszych. Zaréwno y;, jak i 9; sg dla nas
znane. Prawdziwa warto$é o2 jest nieobserwowana, a wiec wymagane jest dokonanie estymacji
tego parametru modelu. Wielkos¢ y; — §; mozemy uzna¢ za j empiryczna warto$é btedu ¢; i za
estymator wariancji btedu proponuje sie przyjac:

Z(yz - ZZ‘)Q-
i=1

1
n— 2

§% =

Zauwaz, ze w mianowniku jest n — 2. Dzieki takiej normalizacji s? jest nieobcigzonym esty-
matorem o2, wariancji btedu.



3 Estymacja najwiekszej wiarogodnosSci.

Estymacji metoda najwickszej wiarogodnosci modelu regresji liniowej dokonamy przy dodat-
kowym zalozeniu, ze zmienna zalezna y; ma rozktad normalny: y; ~ N(8y + f1x;, 02). Funkcja
wiarogodnosci dla (y1, ¥, ..., ¥,) ma przy tym zalozeniu nastepujaca postac:

n n

L(Bo, B1,0%) = gf(yz) = (27r1)”/2 0" exp <—%i2 Z(Z/z — Bo — 51$i)2> :

Wartosci parametréw 3y i (1, ktére maksymalizuja funkcje wiarogodnosci L, sa takie same
jak odpowiednie wartosci, ktore minimalizujg wyktadnicza cze$¢ funkcji wiarogodnosci, a wiec
sg tymi samymi warto$ciami, ktére sa rozwigzaniem zagadnienia najmniejszych kwadratow
dla regresji liniowej. Zatem przy zalozeniu normalnosci estymatory wyznaczone metoda naj-
mniejszych kwadratéw i metoda najwiekszej wiarogodnosci sg takie same. Po wyznaczeniu
estymatoréw by i by, mozemy zapisa¢ funkcje wiarogodnosci w terminach dopasowanych na
podstawie modelu regresji liniowej wartosci zmiennych odpowiedzi ;.

2
1 1 & .
ﬁo,ﬁh Hf Yi) —WGXP (‘202;(%—%> .

Biorac pochodng czastkows wzgledem o2 logarytmu funkeji wiarogodnodci i przyréwnujac ja
do zera otrzymujemy:

dlog(L)  n 1 & e
do2 202 +@Z(‘% gi)” = 0.

Zauwaz, ze jest to estymator obciazony. Biorac pod uwage postaé¢ estymatora nieobcigzonego

1 & A
_2;(@/ —

otrzymujemy, ze 2562 jest nieobcigzonym estymatorem o?. Dodatkowo zauwazmy, ze 62 jest
asymptotycznie nieobcigzonym estymatorem, co jest zgodne z klasycznym rezultatem teorii
estymatoréw najwiekszej wiarogodnosci.

Krzysztof Topolski



