Ekonometrii I (WYKLAD NR 3)

PROSTA REGRESJA LINIOWA II

Jako estymator wariancji btedu w modelu prostej regresji liniowej przyjmujemy
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Nieobcigzonosé estymatora s? dla prostej liniowej regresje mozna pokaza¢ w nastepujacych
krokach.
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Tak wiec
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Zauwaz, ze (y; — Ui)vi = [(yi — ¥) — bi(2; — )]y, stad mamy
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Aby pokazaé, ze s? jest nieobcigzonym estymatorem wariancji btedu, najpierw zauwazamy,
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w zwigzku z tym,
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Poniewaz
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Co wiecej mamy
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Tak wigc mozemy napisac
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B(S%,) = Var(Suy) + [E(S) = S0 + 552,
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Ostatecznie, E(6?) jest rowne:

EZ(yZ — )2 =nfiSu + (n — 1)o? —nBiS,, — 0* = (n — 2)|sigma®.
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Innymi stowami udowodnilismy, ze

B =B 15 3o - 0] = o

n—2i3

Zatem s2, jako estymator wariancji btedu, jest nieobcigzonym estymatorem wariancji bledu

o? w prostej regresji liniowej.



1 Forma macierzowa regresji liniowej z wieloma zmien-
nymi objasniajacymi.

W wielu badaniach naukowych czegsto konieczne jest ustalenie relacji miedzy zmienng odpo-
wiedzi (zalezna) (y) a wiecej niz jedna zmienna objasniajaca (zmienng niezalezna). Oznaczajac
przez (z1, T, ..., o)) wektor zmiennych objasniajacych ogélna forma modelu wielowymiarowej
regresji liniowej na postac:

y = Bo + biz1 + Bax2 + ... + Brxy + €,

gdzie € jest bledem losowym. W tym przypadku regresory (xy, xa, ..., ;) moga zawieraé regre-
sory i ich potegi. W klasycznej postaci zaktada sie, ze sktadnik btedu € ma rozktad normalny
ze érednig 0 i stala wariancja o2. W pierwszym momencie mozemy przez analogie z prosta
regresji liniowg interpretowac postac regresji wielowymiarowej z hiperptaszczyzna odpowiedzi.
Jednak niektére regresory moga mieé¢ postaé¢ innych regresorow podniesionych do wyzszych
poteg, lub moga nawet by¢ funkcjami regresorow, o ile funkcje te nie zawierajg nieznanych
parametrow. Zatem model regresji wielowymiarowej moze mie¢ posta¢ powierzchni odpowie-
dzi o réznorakich ksztattach. Nastepujaca definicja liniowej regresji wielowymiarowej pozwala
zrozumie¢ réznice miedzy modelem liniowym a modelem nieliniowym.

Definicja. Model liniowy jest definiowany jako model, w ktorym wystepuje liniowa zaleinosé
od parametrow [3;.

Tak wiec ponizej przedstawiony przyktady definiuje modele wielowymiarowej regresji liniowej,
w ktérym zmienna zalezna y jest funkcja liniowa parametréw regresji:

y = Bo+ fixr + Bowa + P33 + faria + €,

y = Bo+ Bias + Boxl + Paxs + €,

y = Bo+ bz + Prlog(wy) + Bz log(ws) + €.

Natomiast nastepujace przyktady definiujg modele nieliniowe:

y = Bo+ By + Poxh + €,

1
y = + €.
A+ exp(fy + frzy + faxs + B313)

Definicja. Niech y© = (y1, y2, ..., yn) bedzie wektorem, a a;; gdzie i, j = 1, 2,...,n tablicg
n X n liczb rzeczywistych.

Forma kwadratowa zmiennych v, vys, ..., ¥, jest zdefiniowana jako

n
f(y17y27 7yn) = Z aijyiyj'
ij=1
Forme kwadratowa mozna zapisaé w postaci macierzowej: y’ Ay gdzie A = (a;;)nxn jest
macierzg rozmiaru n X n. Formy kwadratowe odgrywajg wazna role w analizie modelu wielo-
wymiarowej regresji liniowej. W klasycznym podejsciu parametry modelu regresji liniowej sa
szacowane poprzez minimalizacje suma kwadratow reszt:

n

b =arg ming 5 s, Z [yi — (Bo + Brxrs + Boxgi + ... + 5k$kz)]2 )
i=1

gdzie b = (by, by, ..., b;). Tak wiec kwadrat reszt jest w rzeczywistosci forma kwadratowa.



1.1 Estymacja metoda najmniejszych kwadratéw parametréw wie-
lowymiarowej regresji liniowej.

Model wielowymiarowej regresji liniowej jest zazwyczaj zapisywany w nastepujacej postaci:
Yi = Bo + Brz1i + BoTos + oo + BT + €,

gdzie y; jest zmienna zalezna, By, (1, o, ..., Brx to wspodlezynniki regresji, a €; to btedy losowe,
o ktorych zaktadamy, ze E(e;) = 01 Var(e;) = o? dlai = 1, 2, ..., n. W klasycznym mode-
lu regresji zaklada sie, ze btedy majg rozklad normalnie z wspélna wartoscia wariancji o2.
Wspbtezynniki regresji sa szacowane przy uzyciu metody najmniejszych kwadratéw. Nalezy
zauwazy¢, ze nie trzeba zaktadaé, ze rozktad btad regresji jest zgodny z rozktadem normalnym
aby dokona¢ metodg najmniejszych kwadratéw estymacji wspotczynnikéw regresji. Stosunko-
wo tatwo pokazac, ze przy zalozeniu normalnosci rozktadu btedow estymacja wspotczynnikow
regresji metoda najmniejszych kwadratéw daje doktadnie taka sama postaé estymatoréw jak
metoda najwiekszej wiarogodnosci. Posta¢ modelu wielowymiarowej regresji liniowej mozna

wyrazi¢ w formacie macierzowej:

y=X0+e
gdzie
T Ti2 ... Tik B €1
X — To1 To2 ... Tk : ﬁ _ ﬁg : ¢ — €9
Tpl Tp2 - Tnk ﬁn €n

Posta¢ macierzowa modelu regresji pozwala przeanalizowac¢ i przedstawi¢ wiele wlasciwosci
modelu regresji wygodniej i bardziej efektywnie. Zauwazmy, ze prosta regresja liniowa jest
szczegbdlnym przypadkiem wielowymiarowej regresji liniowej i moze by¢ przedstawiona w for-
macie macierzowej. Estymacja metoda najmniejszych kwadratéw polega na rozwigzaniu na-
stepujacego zagadnienia optymalizacyjnego:

b = arg ming[(y — X)"(y — X)],
gdzie b = (by, by, ..., by), jest k-wymiarowym wektorem wartosci wyestymowanych wspotczyn-
nikow regres;ji.

Twierdzenie. Fstymatorem wyznaczonym metodqg najmniejszych kwadratow dla wspotczyn-
nikéw modelu wielowymiarowej regresji liniowej y = X3 + € majq przy zatoZeniu, e (XTX)
jest niesingularng macierzq nastepujgcg postac

b = (X'X)'X"y.

Niesingularno$é¢ macierzy (X?X) jest réwnowazna zalozeniu, ze kolumny macierzy X sg nie-
zaleznymi liniowo wektorami.

Dowdéd. W celu wyznaczenia estymatoréw metoda najmniejszych kwadratow musimy zmini-
malizowaé¢ sume kwadratow reszt co jest rGwnowazne rozwiazaniu nastepujacego réwnania:

0

G5l =Xy =X) =0,



lub réwnowaznego mu réwnaia postaci:

)
%[(yTy — 2y"Xy + y"XTXDb] = 0.

Roézniczkujac wzgledem kazdej wspotrzednej wektora 3 - otrzymujemy nastepujace réwnanie
normalne modelu wielowymiarowej regresji liniowej:

XTXb =XTy.

Poniewaz macierz XTX jest niesingularna otrzymujemy, ze b = (XTX)"'X*y, co konczy
dowdd.

Omoéwimy teraz wlasnodci statystyczne estymatorow najmniejszych kwadratow wspétezynni-
kow regresji. Najpierw omawiamy nieobcigzonosé estymatora najmniejszych kwadratéw wspot-
czynnika b.

Twierdzenie. Estymator b = (XTX)™ Xy jest nicobcigzonym estymatorem (3. Dodatkowo

Var(b) = (X"X) 102

Dowéd. Zauwazmy, ze
Eb = E[(X*"X)'XTy) = (X*X)"'X"E(y) = (X*X) ' X"Xp = 5.
Co konczy dowdd nieobcigzonosci estymatora b. Wariancje estymatora 3 mozemy obliczy¢ w
nastepujacy sposob:
Var(b) = Var((X X)71X y)

= (X' X)X Var(b) (X X)"1x")

= (X X)X X(X X) o2 = (X X) o2
Kolejnym parametrem w klasycznym modelu regresji liniowej jest wariancja o2, wielko$é, kto-
ra jest nieobserwowana. Wnioskowanie statystyczne na temat wspoétczynnikéw regresji oraz

diagnostyka modelu regresji silnie zalezy od estymacji wariancji bledu o?. Aby oszacowaé o2,
rozwazymy sume kwadratow reszt:

e'e=(y — Xb)'(y — Xb) = y"[I - X(X*X'X']y = y'Py.

To jest odleglto$¢ miedzy wektorem obserwacji y i dopasowanego metoda regresji wektora y.
Macierz P = [I — X(XTX1X7] jest idempotentna, czyli

P? = I - X(X'X'XT|[I - X(X'X"'XT] + P

Stad wiemy, ze warto$ci wlasne macierzy P sa réwne 0 lub 1. Zauwazy, ze macierz X (X7 X 1X7T
jest rowniez idempotentna. Tak wiec, mamy

-m.?z-k(X(X!X)—IXK) — f?‘(X(XIX)*X!)
= tr( X' X(X'X)™) =tr(l,) = p.



Poniewaz tr(A — B) = tr(A) — tr(B) wiec

rank(I — X(X X)™' X ) =tr(l - X(X X)'1X)
=tr(l,) —tr(X X(X X) H=n—p

Suma kwadratéw reszt w wielowymiarowej regresji liniowej e’'e mozemy zapisaé jako forme
kwadratowa wektora odpowiedzi y.

e'e=(y —Xb)"(y —Xb) = y" (I - X(X"X)"'X")y.

Biorac wartos¢ oczekiwana otrzymamy Powyzsze rozwazania mozemy podsumowaé¢ w postaci

E(ele) = E {y’(f - X(X’X)_‘X’]y}
= (X8) (I - X(X' X)X )(XB) +0%(n—p)
= (X3) (X3 - X(X X)"'X'XB)+0%n —p)=02(n—p)

nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie. Nicobciazony estymator wariancji w modelu wielowymiarowej regresji liniowe]

jest postaci
ele yI'(I-XX'X)"'XT)y 1 & R
s = _y XXXy _ > (i — 5:)*.

n—p n—p n—p;=

Niech P = X(X?X)"1X” Wektor y mozna podzieli¢ na dwa wektory
I-Py=(I-XX'X)"'X")y i Py=XX'X)"'X")y.

Zaktadajac normalnos¢ btedu regresji otrzymujemy niezaleznos¢ sktadnikéw rozktadu (I—-P)y
i Py. Aby to pokazaé, po prostu obliczymy kowariancje (I — P)y i Py.

Cov( (I - P)y, Py)

(I — P)Cov(y)P = (I — P)Po*

= (I - (X X) 'XHX(X'X) "X 02
[X

(X

(X' X)X — (X (X' X)X )X (X X)X |0
(X X)~ lX —X(X X)X e =0

Poniewaz (I — P)y i Py sa wektorami normalnymi, zerowa kowariancja implikuje ich nieza-
lezno$é, a zatem réwniez y? (I — P)y i y' Py sa réwniez niezalezne. Gdy P jest idempotentna
to funkcja kwadratowa wektora o rozkladzie normalnym y?Py ma rozklad chi-kwadrat z
p = rank(P) stopniami swobody. Ta wtasno$¢ pozwala skonstruowaé testu F, ktory jest po-
wszechnie stosowana w problemach testowania hipotez dla wielowymiarowej regresji liniowej.

Twierdzenie. Niech y ma rozklad N(u, I) oraz niech A i B bedg dwiema macierzami. Wek-
tory o rozkladzie normalnym Ay i By sq niezaleine wtedy i tylko wtedy, gdy ABT = 0.

Dowdéd. Przypomnijmy, ze niezalezno$é dwoch normalnych wektoréw jest rownowazna zerowej
kowariancji miedzy nimi. Obliczamy kowariancje Ay i By.



Cov(Ay, By) = ACov(y) B' = ABT.

Zatem niezalezno$é wektorow Ay i By jest réwnowazna warunkowi ABT = 0.
Korzystajac z tego twierdzenia, mozemy latwo wykazaé, ze (I — P)y i Py sa niezalezne.
Poniewaz P jest idempotentna, zatem

I-PP=P-P2=P_-P=0.

1.2 Forma macierzowa prostej regresji liniowej

Model prostej regresji liniowej jest szczegdlnym przypadkiem wielowymiarowego modelu linio-
wych i moze by¢ wyrazony w formacie macierzowej. W szczegdlnosci,

1 T €1

1z b1 €2
X_ p— 5 pr— ; p—

g ( Bs > o

1 =z, €n

Dla postaci macierzowej wzor na b w przypadku jednowymiarowym mamy

w5

Macierz odwrotng dla macierzy X”X ma postaé:

(X!X)*l - A j S )? (_gi : Zl‘i)

= n_Zl’”_l(l:rzz—:r)? (§1} _Z:i)

Estymator wyznaczony metodg najmniejszych kwadratow w przypadku jednowymiarowym w
postaci macierzowej ma postac:

_ 1 POEED DR DETD BRI
ny (= )2 \n >y — > >y

sz Z Yi — Z €T Z il
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Stad otrzymujemy

X w Yy — X w Y
B > (i —1)?

Kl

by =y—b;

oraz

b, — >(w; — f)(y_i — 1?)‘
>(w — )
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