Ekonometria I (WYKEAD NR 3A)

KILKA FAKTOW Z ALGEBRY LINIOWEJ

1 Definicje i twierdzenia z algebry liniowe;j.

Przy analizie wielowymiarowego modelu regresji liniowej w sposob intensywny korzysta si¢ z
poje¢ oraz faktow z algebry liniowej. Dlatego przypomnimy kilka definicji oraz twierdzen, z
ktorych bedziemy korzysta¢ w dalszej czesci wyktadu.

1.1 Iloczyn skalarny i rzut ortogonalny.

Jesli x = (z1, x2, ..., ) 1Y = (Y1, Y2, -, Yn) sa dwoma wektorami przestrzeni euklidesowej
R™. Tloczyn skalarny dwoch wektoréw x iy okresla sie jako

Xy =211 + 2oy + -+ Tpln-

Moéwimy, ze dwa wektory sa ortogonalne, jesli ich iloczyn skalarny jest rowny zero. Jesli € jest
katem miedzy wektorami (zq, 9, ..., Z,) 1 (Y1, Y2, -, Yn), tO
-y ZY1 + X2y2 + -+ Tnln
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Kat miedzy dwoma wektorami ortogonalnymi wynosi 90°, tzn. ze sg one prostopadte. Jed-
nym z waznych zastosowan iloczynu skalarnego jest wykorzystanie jego w definicji projekcji.
Projekcja wektora y na inny wektor x tworzy nowy wektor, ktéry ma ten sam kierunek jako
wektor x 1 dtugos¢ rowna |y| cos(0), gdzie |y| oznacza dtugosé wektora y, a 6 jest katem miedzy
wektorami x i y. Bedziemy oznacza¢ projekcje y na wektor x przez Pyy. WektorP,y mozna
wyrazi¢ jako

] T -y x
_ T XY + o+ Tplp —\
T it a2 EEAE
1 2 “n
gdzie \ jest skalarem
)\ = T1Y1r + T2Y2 + -+ TpUn _ Xy
i+ ai 4+ XX

Niech x i y beda dwoma wektorami w R". Rozwazmy wektor e = Ax — y, dla ktérego A\ =
(x-y)/(x-x). Wektor e jest prostopadly do wektora x. Aby to zobaczy¢, wystarczy po prostu
obliczy¢ iloczyn skalarny e - x.

X .

eX=(AX—-y) X=X-X—X'y= <X}};>X-X—X-y20



Jedli S jest p-wymiarowsg podprzestrzenia przestrzeni wektorowej V, woéwczas mozliwe jest
rzutowanie wektorow z przestrzeni V na S. Jedli podprzestrzen S ma baze ortonormalna
(wy, wa, ..., wp), to dla dowolnego wektora y z przestrzeni V, rzut wektora y na podprze-
strzen S, Pgy, ma postac

p

Psy =) (v - wi)w,.

i=1
Rzut wektora na przestrzen liniowg S jest w rzeczywistosci liniowym przeksztatceniem wektora
i moze by¢ reprezentowany przez macierz projekcji pomnozonej przez wektor. Macierz projek-
cyjna P jest macierza kwadratowa rozmiaru n x n, ktéra zadaje rzut z R” na podprzestrzen
S. Kolumny macierzy P sa rzutami wektoréw bazowych, a S jest obrazem przeksztaltcenia P.
Dla macierzy definiujacej rzutu zachodza nastepujace twierdzenia.

Twierdzenie. Macierz kwadratowa P jest macierzq projekcyi wtedy i tylko wtedy, gdy jest jest
macierzq idempotentng, P? = P.

Twierdzenie. Niech U = (uy, ug, -+ ug) bedzie bazq ortonormalng dla podprzestrzeni W
przestrzeni liniowej V. Macierz UU 0 jest macierzg projekcji V na W. To znaczy, dla dowolnego
wektora v € V rzut v na W jest Projyv = UUTv.

Macierz UUT nazywa sie macierza rzutowania dla podprzestrzeni W. Nie zalezy ona od wyboru
bazy ortonormalnej. Jesli baza przestrzeni W nie jest ortonormalna, nadal mozemy skonstru-
owa¢ macierz projekcji. Wynika to z nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie. Niech A = (a, ag, - c,a;) bedzie dowolng bazq podprzestrzeni W przestrze-
ni V. Macierz A(ATA)™'AT jest macierzq projekcji V na W. To znaczy, ze dla dowolnego
wektora v € V' projekcja v na W jest postaci

Projywv = A(ATA) 'ATv.

Nastepujacy lemat jest istotnym elementem dowodow powyzszych trzech twierdzen.

Lemat. Zaloimy, ze A jest macierzq rozmiaru n X k, ktorej kolumny sq liniowo niezalezny.
Wtedy macierz AAT jest odwracalna.

Macierz projekcyjna odgrywa wazng role w analizie modelu wielowymiarowej regresji liniowej
Y = XB+e. Macierz kwadratowa, P = X (XX7T)"1X” zdefiniowana jest przy uzyciu macierzy
planu. Mozna tatwo sprawdzi¢, ze macierz P jest macierzg idempotentna:

P? = X(XX1) ' XTX(XX") ' X" = P.
Zatem P = X(XXT)"1XT jest macierza projekcji. Dodatkowo, macierz
I-P=1-XXX")"Xx"
jest réwniez macierzg idempotentna.
I-P?=1-2P+P*=1-2P+P=1-P.
wynika stad, ze macierz I — P =T — X(XX7)7!XT jest macierza projekcji.

W dalszej czesci wyktadu zobaczymy, jak tak okreslone macierze projekcji mozna wyko-
rzysta¢ do analizy modelu regresji liniowej oraz konstrukcji najlepszego liniowego estymatora
nieobcigzonego parametréw regresji liniowe;j.



1.2 Macierze idempotentne.

W tej czesci wyktadu omawiamy wtasnosci macierzy idempotentnych oraz ich zwigzek z mo-
delem wielowymiarowej regresji liniowej. Najpierw przypomnimy definicje macierzy idempo-
tentnej.

Definicja. Macierz symetryczna A rozmiaru n X n jest idempotentna, jesl
A% =A.

Niech @ = (a1, g, ..., ) bedzie k-wymiarowym wektorem, a A macierza rozmiaru k X k.
Rozpatrzy forme kwadratowa a? Aa wektora (aq, o, ..., ai) Gdy A jest macierzg idempotena,
odpowiadajaca jej forma kwadratowa ma pewne szczegdlne wtasciwosci. Formy kwadratowa
z idempotentnymi macierzami pojawiaja sie czesto podczas analizy modelu wielowymiarowe;j
regresji liniowej. Dlatego przedstawimy kilka wtasnosci macierzy idempotetnych.

Twierdzenie. Niech A bedzie idempotentng macierzg rozmiaru n X n oraz rzedu p. Wtedy
wartosci wlasne macierzy A sq rowne 1 lub 0.

Dowéd. Niech \; i v; bedg odpowiednio wartoscig wtasng i odpowiadajacemu jej unormowa-
nemu wektorowi wlasnemu macierzy A. Wtedy Av; = \v; i v] Av; = \vlv; = N\, Z drugiej
strony, skoro A2 = A, mozemy napisa¢ _

/\i = ’UiTAUZ' = UZ-TAZUZ‘ = UiTATAUi = (AUZ'>TAUZ‘ = ()\ZUz)T()\zUZ> = )\2

)

Zatem \;(\; — 1) =0, co daje A\; = 1, albo \; = 0, i koniczy dowdd.

Poniewaz p wartosci wtasnych macierzy Ajest rowna 1, a n — p wartosdci wtasne jest réwna
zero, wiec rzad macierzy idempotentnej A jest rowna sumie niezerowych wartosci wlasne.
Rzad macierzy idempotentnej mozna wyrazi¢ rowniez w terminach jej sladu. Nastepujace
twierdzenie podaje postac¢ tej zaleznosci.

Twierdzenie. Jesli A jest macierzq idempotentna, to tr(A) = rank(A) = p.

1.3 Formy kwadratowe wektoréw losowych.

Rozpatrzy forme kwadratowa wektora losowego y?' = (y1, 2, ..., ¥n) postaci y© Ay. Ponizsze
twierdzenie podaje posta¢ wartos¢ oczekiwanej i wariancji wektora losowego y o niezaleznych
sktadowych.

Twierdzenie. Niechy” = (y1, 42, ..., yn) bedzie wektorem losowym z wektorem wartosci ocze-
kiwanych pu' = (1, po, ..., ftn) oraz takiej samej wariancji o? kazdej sktadowej wektora. Do-
datkowo zakladamy, ze skladowe wektora y, sq niezaleznymi zmiennymi losowymsi. Niech A
bedzie macierzq rozmiaru n X n. Wartosé oczekiwana formy kwadratowej y* Ay jest postaci

E(y'Ay) = o*tr(A) + p" Ap.

Dowdéd. Po pierwsze zaobserwujmy, ze

YAy = (y — ) Ay — ) + 2" Ay — p) + p" Aps.

Mozemy wiec napisaé



E(y Ay) = Elly — 1) Aly — )] + 2E[i Aly — )] + ' Aps

(e

= E{ Z a;j(yi — pi)(yy — )| + Q,uIAE(y — ) + ,u,’A;u
ij=1

n

= Z a;ii E(y; — ,u.,:]z + ,u,-,Ap, = 021‘.?‘(‘;1] + ,ulA,u.

i=1

Tak wiec otrzymujemy teze twierdzenia.

Posta¢ wariancji formy kwadratowej yZ Ay podaje nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie. Niech y bedzie n-wymiarowym wektorem losowym z wektorem wartosci oczeki-
wanych p' = (uy, po, ..., fn) oraz takiej samej wariancji o? kazdej sktadowej wektora. Zakla-
damy dodatkowo, ze skladowe wektora'y, (y1, Y2, ..., Yn S@ niezaleznymi zmiennymi losowymi.
Niech A bedzie macierzq symetryczng rozmiaru n x n. Wariancja formy kwadratowej y* Ay
jest rowna

Var(y'Ay = (¥ — 306%)a"a + o*(2tr(A?) + [tr(A)]?)
+ 40*uTA%p + 4puPal Ap.

4 ) _

gdzie i = E(y; — p)*, 1t = E(y; — )?, oraz a” = (aqy, az, .., )

Dowéd. Niech Z =y — p oraz b = (by, b, ..., b,) = A mozemy napisaé

yAy = (v —mwAy —p+2u"Aly —p) + T Ap
= ZTAZ +2bZ + p"Ap.

Tak wiec
Var(y? Ay) = Var(Z' AZ) + 4Var(bZ) + 4Cov(Z" AZ, +bZ).

Obliczajac kazdy z sktadnikow powyzszej sumy oddzielnie otrzymujemy:

(2,142)2 — Z aijal?nZiZjZlan

iJ
E(ZAZ)? = Y ajjanE(Z,2;2)Z,,)

ijlm
Zauwazmy, ze
p, gdy i=j=k=1
E(Z,Z;Z2,Z,) =4 o, gy i=j, l=klubi=1I, j=klubi=k, j=I,

0, w pozostatych przypadkach.



Tak wigc mamy

E(Z'AZ)? = Y aijunE(Z: 2,2, Z,,)
ijlm
n
= ;1(4) (1'22?- + (}'4 ( Z Qg + Z (I?j + Z az‘jaj,‘)

i=1 itk i#] i#]

Poniewaz zatozyliSmy, ze A jest symetryczna wiec a;; = a;;, a stad otrzymujemy

2
E az; + E Qi i

i i
=2) =2 al; -2} aj
iz » i=

= 2tr(A%) — 2 Z a?,
i=1
= 2tr(A%) — 2d'a

oraz

E Qi Akl = E Qi Al — E Qi Ak

ik ik i=k
= [tr(AP =Y aZ = [tr(A) —da.
=1

Mozemy wiec napisac
E(ZTAZ)? = (u® — 306%)aTa + o* (2 tr(A?) + [tr(A)]Q) .
Dla Var(bZ) mamy réwnosé
Var(bZ) = bVar(Z)b” =bb’o? = (' A)(u"A)T0? = pA*uc’.

Aby wyznaczy¢ Cov(ZT AZ,bZ) zauwazmy, ze EZ = 0 i stad



Cov(Z AZ. bZ)
= Cov( D0y Z2,. i)
ij k
= aibiCov(Z:Z;. Z1)
N
= > aybE(Z:Z; — E(Z:Z,))Z]
ik
=Y aib[E(Z:Z;Z) — E(Z:Z;)EZ))
i,k
=Y ai;b[E(Z,Z;Zy)] (since EZy =0).

ij.k
Poniewaz

p3ifi =g = k;
0. else.

E(Z:;Z;Z) = {

Stad
Cov(Z AZ. bZ) = a;bip'?
i=1

= Z (Iz;i,tl-IJLl.i,(t(S) = Z (1..,ji4'—1;,t1- ) = aIA,u. )
i=1

1=1

bLaczac powyzsze réwnodci otrzymujemy teze twierdzenia.

1.4 Forma kwadratowa wektorow losowych o wielowymiarowym
rozktadzie normalnym.

Rozklad formy kwadratowej y? Ay gdzie y jest wektorem losowym o wielowymiarowym roz-
ktadzie normalnym odgrywa istotna rol¢ w analizie metodu regresji liniowej. Podamy niektore
twierdzenia dotyczace rozktadu formy kwadratowej na podstawie $redniej i kowariancji macierz
wektora normalnego y, oraz postaci macierzy A.

Twierdzenie. Niech y bedzie n-wymiarowym wektorem normalnym N (0, I). Niech A bedzie
idempotentng macierzq rzedu p. Forma kwadratowa y' Ay ma rozktad chi-kwadrat z p stop-
niami swobody.

Gdy w zalozeniach powyzszego twierdzenia opuscimy zatozenie E(y) = 0 rozktad formy
kwadratowej y? Ay opisuje nastepujace twierdzenie

Twierdzenie. Niech y bedzie n-wymiarowym wektorem normalnym N(u, I). Niech A bedzie
idempotentng macierzq rzedu p. Forma kwadratowa y* Ay ma niecentralny rozktad chi-kwadrat
z p stopniami swobody i parametrem nie-centralnosci A = %[J,TA[I,.

W sytuacji ogdlnej gdy wektor normalny y ma wielowymiarowy rozktad normalny z wek-
torem wartosci oczekiwanych p i macierzy kowariancji 3 rozktad formy kwadratowej tego
wektora normalnego opisuje nastepujace twierdzenie.



Twierdzenie. Niech 'y bedzie wektorem normalnym z wektorem warto$ci oczekiwanych p © ma-
cierzq kowariancji X. Jesli A jest idempotentng macierzq rzedu p. Forma kwadratowa y* Ay
ma niecentralny rozklad chi-kwadrat z p stopniami swobody i parametrem mnie-centralnosci

A= ipulAp.
Dowéd. Po pierwsze, dla macierzy kowariancji ¥ istnieje macierz ortogonalna I' takie, ze
> = I'T?. Zdefiniujmy Z = T'*(y — p). Tak okreslony wektor Z jest wektorem normalnym,
dla ktérego E(Z) =01
Cov(Z) = Cov(THy —p)) = T 'Cov(y)[[]™ =T '[!
P (T = 1,

Tak wiec Z ~ N(0, I). Co wiecej, poniewaz y = vZ + p mamy
y'Ay = (TZ+p)"ATZ + p) = (Z" + [I'])"(TTAT)(Z + [I7]"'n) = VBV,
gdzie V.= ZT + [T 7'y ~ N([T7] ', I,). Teraz musimy pokaz, ze B jest macierza idempo-
tentng. Zauwazmy, ze
B? = (I AT)(I'"AT) =TT (ATTTA)T.
Poniewaz AT jest idempotentna, mozemy napisac
AT = ATT? = ATAT = (ATTTA)IT? = (ATTTA)T.
Zauwaz, ze I' nie jest singularna wiec

A = ATTTA.

Zatem
B?=T7(ATTTA)I =TTAT = B,

wiec B jest macierzg idempotentng. To pokazuje, ze VIBV ma rozklad chi-kwadrat z p
stopniami swobody. Obliczmy warto$¢ parametru niecentralnosci

1
A:§@*m)
1 'y ’ ‘1 _]_ ’
= 5;5 (T ADT “p= 5,{1 Ajt.

! !

BT 'y

To konczy dowdd.

Krzysztof Topolski



