Ekonometria I (WYKEAD NR 5)

1 Interpretacja geometryczna metody NK.

Interpretacja geometryczna estymatora najmniejszych kwadratéw dla modelu regresji liniowej
pozwala lepiej zrozumie¢ jego charakter i whasnosci. O wektorze obserwacji y© = [y1, Yo, ..., Yn]
mozemy pomys$le¢ jako o wektorze taczacym poczatek uktadu z punktem A na rysunku 1,
a o0 Y1, Yo, ..., Yn jako o wspotrzednych w n wymiarowej przestrzeni prob. Przestrzen préb na
rysunku 1 jest tréjwymiarowa.

/
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Rysunek 1: Interpretacja geometryczna estymatora najmniejszych kwadratéw. Na rysunku odcinek
[0,A] =y, [0,B] =X, [0,C] =XB oraz [C,A] =y —y.

Niech X bedzie macierza o p kolumnach bedacych wektorami rozmiaru n. Dla modelu regresji
liniowej macierz X stada sie z wektora 1 oraz wektoréw xi, Xs, ..., X;. Te p wektoréw rozpi-
naja p wymiarows podprzestrzen, przestrzen estymacji. Przestrzen estymacji dla p = 2 jest
pokazana na rysunku 1. Punkty tej przestrzeni estymacji sg reprezentowane przez kombina-
cje liniowe wektorow 1, xq, X1, X, ..., X, a wiec kazdy punkt przestrzeni estymacji ma postac
X 3. Niech na rysunku 1 wektor X3 okresla punkt B. Odlegtos¢ sredniokwadratowa od punktu
B do punktu A jest okreslona jako

S(B) = (y —XB)"(y — XB).

Minimalizacja odlegtosci punktu A, zdefiniowanego przez wektor obserwacji y do przestrzeni
estymacji wymaga znalezienia punktu tej przestrzeni, ktory jest w najmniejszej odlegtosci od
punktu A. Tym punktem jest punkt y = XB wyznaczony jako rzut ortogonalny wektora y na
podprzestrzen estymacji. Tak wiec, poniewaz y —y =y — XB jest prostopadty do przestrzeni
estymacji mamy

X'y -XB)=0 lub X'X3=X"y

co rozpoznajemy jako réwnosé¢ definiujaca estymator najmniejszych kwadratow.



1.1 Macierz projekcji.

Kiedy estymujemy parametry modelu regresji liniowej, po prostu mapujemy zmienng zalezna
y na wektor dopasowanych wartosci XB i wektor reszt 1 =y — XB. Geometrycznie te odwzo-
rowania sg rzutami ortogonalnymi, ktore przenosza kazdy punkt przestrzeni R™. na punktu w
podprzestrzeni E C R"™, pozostawiajac wszystkie punkty w tej podprzestrzeni bez zmian. Z
tego powodu, podprzestrzen ta nazywana jest niezmiennicza podprzestrzenia projekcji. Rzut
ortogonalny odwzorowuje dowolny punkt na najblizszy punktu podprzestrzeni. Jesli punkt
znajduje sie juz w niezmiennej podprzestrzeni, jest odwzorowywany na siebie. Algebraicznie,
rzut ortogonalny na podprzestrzen moze by¢ przedstawiony jako przeksztatcenie wektora przez
macierz projekcji. W przypadku metody najmniejszych kwadratow dwie macierze projekcji,
ktore daja odpowiednio wektor dopasowanych wartosci i wektor reszt maja postac

Px = X(X'X)'X7,

Mx = I-Px=1-X(X"X)"'X",

gdzie I jest macierzg identycznos$ciowa n X n.
Aby to zobaczy¢, przypomnijmy sobie postaé¢ estymatora najmniejszych kwadratow para-
metru 3 :
8= (X"X)"'X"y.
Widzimy, ze
X3 = X(X"X)"' X"y = Px(y). (1)

Dlatego pierwsza macierz projekcji Px, odpowiada rzutowi na S(X), podprzestrzei rozpieta
przez X. Dla dowolnego wektora y, Px(y) zawsze jest wektorem z podprzestrzeni S(X),

poniewaz
Px(y) = X((X"X)"'X"y).

Poniewaz Px(y) ma posta¢ Xb dla b = ﬁ, jest to liniowa kombinacja kolumny X, a zatem
nalezy do S(X),.

Z (1) jasno wynika, ze zastosowanie rzutu Px do wektora y daje wyniku wektor dopasowa-
nych wartosci. Podobnie, gdy Mx, druga z dwoch macierzy projekcji w (1), jest zastosowany
do y, daje wektor reszt:

Mx(y) = (I-X(X"X)"'X")y =y - Px(y) =y - XB=1.

1.2 Zadania

Zadanie 1. Rozwazmy dwa modele regresji

y = [z + Boxo + Baxs + u,

Yy = Q12+ aoze + i3zz + u,
gdzie z1 = x1 — 219, 29 = X9 + 43, oraz z3 = 2x; — 3xy + dwsz. Niech X = [z7 x5 x3] i
7 = |z1 z3 z3] beda macierzami o kolumnach odpowiednio zy, z3, 23 1 21, 22, 23. Pokaz, ze

kolumny macierzy Z moga by¢ wyrazone jako liniowe kombinacje kolumn macierzy X, to
znaczy, ze dla pewnej macierzy A rozmiaru 3 x 3, mamy réwnos¢ Z = X A.

1. Znajdz elementy macierzy A.



2. Pokaz, ze macierz A jest odwracalna, pokazujac, ze kolumny macierzy X sg kombina-
cjami liniowymi kolumn Z.

3. Podaj posta¢ macierzy A~!.

4. Pokaz, ze oba modele regresji dajg w wyniku te same wartos$ci dopasowanych parametréw
i te same warto$ci reszt.

5. Podaj w jaki sposéb oszacowanie najmniejszych kwadratow BZ jest powigzane z oszaco-
waniem najmniejszych kwadratéw OLS a;, dla 1 =1,2, 3.
Zadanie 2. Rozwaz nastepujaca regresje liniowa:
y = X161 + Xof3s + u,

gdzie y to macierz n x 1, natomiast X; to macierz n x ki, a X5 to macierz n x ko. Niech El
i B bedag estymatorami najmniejszych kwadratéw parametréw tego modelu. Teraz rozwazmy
nastepujace modele regresji:

1. y=Xo06 +u,
2. Piy= X306, + u,
3. Py = PiX50 +u,
4. Pxy = X101 + Xa0s + u,
5. Pxy = Xofs + u,
6. Myy = Xo02 +u,
7. Myy = My X203 + u,
8. Myy = X101 + M1 X506, + u,
9. My = M X,01 + M1X50: + u,
10. Pxy = M1 X503, + u,
Tutaj P, oznacza rzut ortogonalny na podprzestrzen rozpieta przez Xy, a My =1 — P;.

(a) Dla ktérych z powyzszych modeli regresji estymatory (2 beda takie same jak dla orygi-
nalnego modelu?

(b) Dla ktérych modeli reszty beda takie same.

Zadanie 3. Rozwazmy dwa modele regresji liniowej, jeden z ograniczeniami (v = 0), a drugi
bez ograniczen:

y = Xf+u,
y = XpB+Zy+u.

Pokaz, ze w przypadku regresoréw wzajemnie ortogonalnych, gdy X7 Z = O, estymatory dla
£ w obu modelach sg identyczne.



Zadanie 4. Rozwazmy dwa modele regresji liniowej, jeden z ograniczeniami (v = 0), a drugi
bez ograniczen:

y = XB+u, u~IID(0,0°I)
y = XB+Zy+u, ~I1ID(0,0%I).

Pokaz, ze roznica miedzy estymatorem [ w modelu bez ograniczen oraz estymatorem 3 w
modelu z ograniczeniami jest réwna:

~ ~

B—p=(X"MzX)"' X" Mz Mx(y).
Wskazéwka: Aby udowodnié ta réwnoéé, najlatwiej jest przemnozy¢ réznice przez X7 M, X.

Zadanie 5. Niech by i by beda zmiennymi losowych o skonczonych wariancjach. Korzystajac z
faktu, ze macierz kowariancji wektora b = [by b] jest dodatnio okreslona udowodnij nier6wnosé

[Cov(by bs)]? < Var(by)Var(bs).

1.3 Zadania z wykorzystaniem komputera.

Zadanie 6. Wykorzystamy dane dotyczace konsumpcji i osobistych dochodéw w Kanadzie
w okresie 1947 do 1996 zamieszczone w pliku konsumpcja.data. Na podstawie tych danych
wykonaj estymacje parametrow modelu

ct:ﬁ1+,62yt+ut, UtNN[D<O,O'2),

gdzie ¢; = logC} jest logarytmem konsumpcji, a y; = logY; jest logarytmem doch6édu. Nastepnie
uzyj estymatoréw parametréw (3, 35 oraz o aby wysmulow¢ 200 niezaleznych obserwacji ¢;. Na
podstawie pierwszych 3 wysymulowanych danych wyestymuj (31, (2 oraz ¢ i zachowaj w pliku
ich warto$¢. Powtorz tg operacje zwiekszajac liczbe wysymulowanych danych n = 4,5, ..., 200.
Wykredl warto$é otrzymanych estymatorow jako funkcji on n. Zaobserwuj jak zmieniajg sie
te wartosci. Powtérz cate ¢wiczenie z innym zestawem wysymulowanych danych. Ktore cechy
wykresow oszacowan parametréw sg wspolne dla obu eksperymentow, a ktore sa rézne?

Zadanie 6a. Narysuj wykres dystrybuanty empirycznej rozktadu reszt estymacji metoda naj-
mniejszych kwadratéw wykonanej na podstawie jednego z zestawéw danych symulowanych
dla catego okresu proby, z zadania 6. Na tym samym wykresie narysuj dystrybuante rozktadu
normalnego N(0,0?), gdzie 02 oznacza teraz wariancje zastosowana do symulacji logarytmu
konsumpcji.

Pokaz, ze rozktad empiryczny i rozktad normalny uzyty do symulacji maja te same $rednie,
ale rozne wariancje. Jak mozna zmodyfikowaé reszty tak aby rozktad empiryczny dla zmo-
dyfikowanych reszt mial taks samag warto$¢ wariancji jak wykorzystany do symulacji rozktad
normalny.



