Ekonometria I (WYKLAD NR 6)

1 Zalozenia klasycznego modelu regresji liniowej.

Klasyczny model regresji liniowej, ktory jest kamieniem wegielnym wiekszosci teorii ekono-
metrycznych, przyjmuje 10 zalozen. Najpierw oméwimy te zatozenia w konteksécie modelu
o dwéch zmiennych. Zatozenia dotyczace wielowymiarowych modeli regresji czyli modele, w
ktorych wystepuje wiecej niz jeden regresor oméwimy w dalszej czesci wyktadu.

Zalozenie 1. Liniowy model regresji. Model regresji ma parametry liniowe, czyli
nastepujacag postaé
Yi =01+ 0o X; + uy

Zalozenie 2. Wartos$ci X sg ustalone w powtarzanym prébkowaniu. Wartosci
przyjmowane przez regresor X sa uwazane za ustalone w powtarzanych probkach. Mowiac
bardziej technicznie, zaktada sie, ze X jest nielosowe.

Zalozenie 3. Zerowa wartos$é¢ oczekiwana bledu. Pod warunkiem wartosci X, war-
tos¢ oczekiwana btedu u; jest réwna zero. Formalnie oznacza to, ze

Zalozenie 4. Homoscedastycznos$é. Pod warunkiem warto$ci X, wariancja btedu wu;
jest taka sam dla wszystkich obserwacji. Formalnie oznacza to, ze

Var(u]| X;) = Blu; — B(ui] X;))?
= E(u}[X)

= 0'2.

Zalozenie 5. Brak autokorelacji miedzy btedami. Pod warunkiem wartosci dwoch
obserwacji zmiennej X, X; i X;, dla i # j, korelacja miedzy dwoma btedami u; i u; wynosi
zero. Symbolicznie,

Cov(us, ui| Xi, Xj) = E{[wi — E(w)][Xi} {{u; — E(wy)]| X}

E (u] Xi) (u;]X5)
= 0.




Zalozenie 6. Zerowa wartos¢ kowariancji miedzy u; a X; lub E(u;X;) = 0. Formal-
nie,

Cov(u;, X;) = Elu; — E(w)][X; — E(X})] = Elw(X; — E(X;))], poniewaz E(u;) =0
= E(u;X;), poniewaz E(u;) =0
= 0.

Zalozenie 7. Liczba obserwacji n musi by¢ wieksza niz liczba parametry do
oszacowania. Alternatywnie liczba obserwacji n musi by¢ wieksza niz liczba zmiennych
objasniajacych plus jeden.

Zalozenie 8. Zmiennos$¢ wartosci X. Wartosci zmiennej X w danej prébce nie moga
by¢ wszystkie takie same. Technicznie rzecz biorac wariancja probkowa

32:M7&0,

n—1

Zalozenie 9. Model regresji jest poprawnie okreslony. Alternatywnie nie ma btedu
specyfikacji modelu ani obcigzenia btedu u;. w modelu stosowanym w analizie empiryczne;j.

Gdy rozpatrujemy model z wiecej niz dwoma zmiennymi czyli modele regresji liniowej zawie-
rajacy kilka regresorow, dodajemy nastepujace zatozenie

Zalozenie 10. Nie ma doskonalej wieloliniowosci. Oznacza to, ze nie ma idealnego
liniowego zwiazki miedzy zmiennymi objasniajacymi.

Wiasciwoscei statystyczne estymatorow parametréw regresji liniowej wyznaczonych metoda
najmniejszych kwadratow sg oparte na wymienionych powyzej zatozeniach. Zatozenia te po-
jawiaja sie rowniez w waznym i stynnym twierdzeniu Gaussa-Markowa.

1.1 Transformacja zmiennych.

W tej czesci wykladu zwrécimy uwage na sytuacje, w ktérych w sposob naturalny przyjete
zalozenia moga by¢ naruszone. W praktyce, przyjenty przez nas model regresji liniowej jest
zwylke niepoprawny. Modele nieliniowe zwykle lepiej opisuja badane zjawisko. W niektorych
sytuacjach analize modelu nieliniowego moze sprowadzi¢ do analizy odpowiednio dobranego
modelu liniowego. Jedno z ograniczen analizy regresji liniowej jest pojawiajaca sie juz nawet
w W samej jej nazwie, liniowosc.



Regresje liniowg mozemy wykorzysta¢ tylko do modeli, w ktérych objasniana zmienna zalezy
od zmiennych objasniajaca w sposob liniowy, czyli na przyktad ta zaleznos¢ jest postaci:

Y = 01+ 5o Xo + 53X3 + 04Xy (1)

Roéwnania takie jak
- )
Y = ﬂl + Xﬁza (3)

sa nieliniowe. Jednak zaréwno (2), jak i (3) pojawiaja si¢ w ekonometrii jako funkcje opisu-
jace krzywye Engela, podajace zwiazek miedzy popytem na okreslony towar, Y, a dochodem,
X. Bioragc pod uwage dane dotyczace Y i X, jak mozna oszacowaé parametry 3; i fo w tych
roOwnaniach? Pomimo, ze oba te rownania sa nieliniowe mozna zastosowaé¢ analize regres;ji linio-
wej aby rozwiazaé to zadanie. W przypadku réwnania(2) wystarczy przyjaé¢ za nowa zmienng

Z = % any otrzymac zlezno$¢ liniowa

Y =31+ 2.

Otrzymujemy w ten sposéb model regresji liniowej i mozemy dokona¢ metoda najmniejszych
kwadratow estymacji parametrow (3, i (s.

Przyktad 1. Zal6zmy, ze badamy zwigzek miedzy rocznym spozyciem ziemniakéw i rocznymi
dochodami. Obserwacje dla 10 gospodarstw domowych przedstawione sg w tabeli 1.

Tablica 1. Spozycie ziemniakéw w zaleznosci od dochodéw gospodarstwa domowego.

Gospodarstwo Y X Z
1 1.71 | 1 | 1.00
2 6.88 | 2 | 0.500
3 825 | 3 ]0.333
4 9.52 | 4 | 0.250
5 9.81 | 5 |0.200
6 1143 | 6 | 0.167
7 11.09 | 7 | 0.143
8 10.87 | 8 | 0.125
9 12.15 1 9 | 0.111
10 10.94 | 10 | 0.100

Obserwacje te wykreslono na rysunku 1, wraz z prosta regresji postaci:

~

YV =4,62+0,84 X

dla ktérej R? = 0,69 a odchylenia standardowe 3; i 35 réwnymi odpowiednio 1,26 i 0, 20.
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Rysunek 1: Spozycie ziemniakéw w zaleznosci od dochodéw wraz z dopasowana prosta regresji.

Rysunek 1 wyraznie pokazuje, ze prosta regresji nie opisuje obserwacji w zadawalajacy
sposob. W tym przypadku tatwo zauwazy¢, ze zwiazek miedzy Y i X nie jest liniowy i zapro-
ponowany model opisujacy dane zostal Zle okreslony. Fakt niedopasowania zaproponowanego
modelu do danych mozna réowniez zauwazyc analizujac reszty. Reszty powinny przyjmowac
wartos$ci losowe. Zamiast tego reszty w analizowanym w przyktadzie reszty poczatkowo sa
ujemne nastepnie przyjmuja wartosci dodatnie osiagaja maksimum po czym zaczynaja po-
nownie male¢ aby osiagna¢ ponownie ujemne wartos$ci. To powinno budzi¢ nasze watpliwosci
co do poprawnosci modelu.

Tabela 2. Wartosci spozycia ziemniakoéw dla poszczegolnych gospodarstwdomowych wraz z
warosciami dopasowanymi oraz resztami.

Gospodarstwo Y Y e
1 1.71 | 5.46 | -3.75
2 6.88 | 6.31 | 0.57
3 825 | 7.15 | 1.10
4 9.52 | 8.00 | 1.52
5} 9.81 | 884 | 0.97
6 1143 | 9.69 | 1.74
7 11.09 | 10.53 | 0.55
8 10.87 | 11.38 | —0.51
9 12.15 | 12.22 | —0.07
10 10.94 | 13.07 | —2.13

Wartosci Y i X w tym przyktadzie tak naprawde nie sg rzeczywistymi danymi lecz zostaty
wygenerowane przy uzyciu techniki Monte Carlo. Podczas symulacji wykorzystano nastepujaca
zalezno$éi miedzy YV i X

10

Y:12—y+€7

Zmienna X przyjmowata watosci od 1 do 10, a wartosci sktadnika zaktocajacego € wygenero-
wano zgodnie z rozktadem normalnym ze $rednig 0 i odchyleniem standardowym réwnym 0,5.
Jedli to wiemy i zdefiniujemy Z = 1/X, réwnanie to stanie sie rownaniem liniowym. W tabeli



1 podana jest wartos¢ zmiennej Z dla kazdego gospodarstwa domowego. Estymujac parametry
dla modelu Y = ) + (5,7, otrzymujemy

~

Y =12,48 — 10,99 Z,

gdzie R? = 0,97 i dchylenia standardowe parametréw to odpowiednio 0,26 i 0, 65.
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Rysunek 2: Spozycie ziemniakow w zaleznosci od odwrotnosci dochodéw wraz z dopasowana
prosta regres;ji.

Prowadzi to nastepujacego dopasowania dla wyjsciowego modelu

~ 10,99
Y =12,48 — ——.
’ X

Rysunek 3: Spozycie ziemniakéw w zaleznosci od dochodéw wraz z dopasowang nieliniows
regresja.



1.2 Transformacje logarytmiczne.

Teraz zajmiemy sie funkcja, ktora jest nieliniowa zaréwno pod wzgledem parametréw, jak i
zmiennych:

Y = 3, X%, (4)

Zauwazmy, ze logarytmujac obie strony rownosci (4) mozemy dokonaé linearyzacji zaleznosci
i otrzymacé zaleznos¢:
logY = log (31 + P2 log X. (5)

Jedli teraz przyjmiemy nastepujace oznaczenia Y' = logV, Z + log X oraz (3 = logf; to
réownosé (5) przyjmie postac:

Y'=p + %z

Mozemy teraz dokonaé estymacji parametréw modelu (4) korzystajac z regresji liniowej.
Inng czesto spotykana w ekonometri zaleznoscia pomiedzy zmienna objaniang i zmienng ob-
jasniajaca jest posta¢ zadana rownaniem:

Y = fy exp(3:X), (6)

gdzie [y jest iterpretowane jako proporcionalna zmiana wartosci Y w wyniku zmainy X o
jedna jednostke. Zalezno$é (6) mozna zlineatyzowaé do postaci

logY =log 31 + (3 X.

Uwaga. Jak dotad nic nie zostatlo powiedziane na temat wplywu transformacji modelu
na czynnik btedu wystepujacego w oryginalnym modelu. Jesli chcemy wykorzystaé¢ regresje
liniowg do analizy modelu po transformacji modelu regresji liniowej musimy zapewnié¢ aby
btad pojawial si¢ jako dodatkowy sktadnik dodawany do pozostatych czynnikéw. Na przyktad,
w przypadku (4) gdy wezmiemy pod uwage efekt losowy, pozadane jest aby maiat on postaé

Y =061+ 527 + u.

To oznacza, ze oryginalny model przed transformacjg powinien mieé¢ postaé

B2
W tym konkretnym przypadku, jesli prawda jest, ze w pierwotnym réwnaniu czynnik loso-
wy jest addytywny i spetlnione sa pozostate zaldézenia modelu regresji liniowej to réwniez po
transformacji bedg one spetnione. Nie ma problemu wiec problemu. Przyjmijmy teraz, ze po-
czatkowy model to (5), czyli model opisany réwnaniem

Y == ﬂlXﬁQ.

Gdy przyjmiemy, ze model regresji po linearyzacji z addytywnym czynnikiem losowym jest
postaci
logY =log (3 + B2 log X + u,

to oznacza, ze oryginalny model przed transformacja powinien by¢ postaci
Y = 3 X%,

z multiplikatywnym czynnikiem loswym v, dla ktérego log v = u. Stad uzyskanie addytywne-
go sktadnika zakt6cajacego w réwnaniu regresji dla tego modelu wymaga multiplikatywnego



sktadnika zaktocajacego w pierwotnym rownaniu. Dodatkowo jesli © ma mie¢ rozktad normal-
ny to logv musi mie¢ réwniez rozktad normaly, co oznacza, ze v musi mie¢ rozktad rozktad
logarytmicznie-normalny. Mozemy jeszcze sprawdzi¢ co by sie stato, gdybysmy przyjeli, ze
czynnik losowy w pierwotnym réwnaniu jest addytywny, a nie multiplikatywny. Zauwazmy, ze
jesli wyjsciowy model ma postac

Y = 3 X% +u,

to po zlogarytmowanu otrzymamy wyrazenie
log (51X +u),

co nie prowadzi do linearyzacji.
W tej sytuacji aby dokonaé¢ estymacji parametrow wyjsciowego modelu jestesmy zmuszeni
skorzystac¢ z regresjii nieliniowe;j.

1.3 Zadania

Zadanie 1. Zal6zmy, ze model regresji liniowej dopasowany do zaleznosci pomiedzy logaryt-
mem zmiennej objasnianej Y i logarytmem zmiennej objasniajacej X ma postac:

logY = 8 —i—@logX.

Niech X* = pX, gdzie jest u stalg, i zatézmy, ze dopasowalismy model regresji liniowej, w
ktérym zmienna objasnaing jest logY, natomiast zmienna objasniajaca jest log X™*.Okresl,
w jaki sposéb wspotezynniki tak zdefiniowanego modelu regresji sg powigzane z warto$ciami
wspoélezynnikéw w oryginalnym modelu. Sprawdz, ze wariancje estymatoréw 33 i 32 sa sobie
réwna oraz, ze statystyki R? i (R*)? sg takie same.

Zadanie 2. W celu wyjasnienia pewnego zjawiska zaproponowano dwa modele regresji
liniowe;j:
logY = 1 + B2 log X + u,
oraz

Y
logy = a1 + aglog X + u,

gdzie u jest czynnikiem zakl6cajacym. Oznaczmy odpowiednio przez y = logV, x = log X
iz=log % Przy uzyciu tej samej n elementowej probki, metoda najmniejszych kwadratow
dopasowujemy oba modele do danych.

= Bl + ng, oraz 2z = Qy + Q.
e Wykaz, ze (2 = dip + 1.
e Wykaz, ze 51 = 4.
nastepujace zwiazki y; — x; = 2;.
e Uzasadnij, ze reszty dla obu modeli regresji sa takie same.

e Uzasadnij, ze ochylenia standardowe dla BQ i Ao sa takie same.

e Wyjasnij, czy wartosé¢ R? bedzie taka sama w przypadku obu modeli regresji.



Zadanie 3. Badacz ma dane na temat UMIEJETNOSCI, mierzonej wydajnoscia pracy, oraz
DOSWIADCZENIA, mierzonego latami pracy, dla probki oséb w tym samym zawodzie. Przy-
puszcza, ze zwiazek pomiedzy umiejetnosciami i doswiadczeniem mozna dobrze opisaé¢ za po-
moca nastepujacej relacji:

UMIEJETNOSCI = 3140 log(DOSWIADCZENIE)+331og( DOSWIADC ZENIE?)+u.

Skomentuj taki wybor modelu pod katem regresji liniowe;j.



