Zadania i problemy do wykladu Matematyka dla specjalnosci GiBE
(ZESTAW NR 1A)

ZADANIA

Zadanie 1. Funkcje wymierne. Opisz ksztalt wykresu funkcji y = li—’i::n w dwoéch przypadkach:
(a) n>m
(b) m > n.
Zadanie 2. Funkcje potegowe z ujemnymi potegami. Rozwaz funkcje f(z) = I%, gdzie

A >0, a>1,1ijest liczba naturalng. Jest to ta sama funkcja, co f(z) = Ax~%, ktéra jest funkcja
potegowa o ujemnej potedze.

(a) Naszkicuj zgrubny wykres tej funkeji dla z > 0.
(b) Jak zmienia si¢ funkcja, gdy rosnie A?

(¢) Jak zmienia sie funkcja, gdy zwigkszymy warto$¢ a?

Zadanie 3. Przeciecia funkcji o ujemnych potegach. Rozwaz dwie funkcje

A B

fz) = g(x) = —.

ze

Zalézmy, ze A, B > 0, oraz a, b > 11 A > B. Ustal, gdzie te funkcje przecinaja sie¢ dla dodatnich
wartosci x.

Zadanie 4. Zera wielomianéw. Znajdz wszystkie rzeczywiste zera nastepujacych wielomiandw:
(a) 23 —22% — 3,

(b) z° —1,

(c) 322+ 5z — 2.

(d) ZnajdZ punkty przeciecia wykreséw funkeji y = 23 + 22 — 2z + 1 i funkeji y = 3.

Zadanie 5. Funkcje odwrotne. Funkcja y = z'/3 jest funkcjg odwrotna funkcji y = 2°.

(a) Naszkicuj obie funkcje na tym samym wykresie dla 2 < x < 2 zaznaczajac wyraZnie miejsca
ich przeciecia.

(b) Styczna do krzywej y = 3 w punkcie (1,1) ma nachylenie m = 3, podczas gdy styczna
do y = 2'/% w punkcie (1,1) ma nachylenie m = 1/3. Wyjasnij zwiazek miedzy dwoma
wielkosciami.

Zadanie 6. WtlasnosSci kuli. Objetos¢ V' i pole powierzchni S kuli o promieniu r sa zadane
wzorami: 4
V= %r?’, S = 42,

Zauwaz, ze te relacje sa wyrazone w kategoriach funkcji potegowych ze wspdlna stalg 47. Zmienna
niezalezna to r. Méwimy, ze "V jest funkcja r”, a takze ze 7S jest funkcja r”.

(a) Naszkicuj V jako funkcje r oraz S jako funkcje 7 na tym samym wykresie. Ktéra funkcja rosnie
szybciej, gdy r rosnie?

b) Jaki jest stosunek objetosci do powierzchni; to znaczy % w zaleznoéci od r? Naszkicuj wykres
S
—g jako funkcji r.



(¢) Powyzsze wzory méwia nam o objetosci i powierzchni kuli o danym promieniu. Zalézmy, ze
znamy jedynie warto$¢ objetoéci, albo powierzchni i jesteSmy proszeni o znalezienie promienia.

(d) Wyznacz promien jako funkcje objetosci (tj. wyraz r w terminach V).
(e) Wyznacz promien jako funkcje pola powierzchni.
(f) Wykorzystaj wyniki, aby znalez¢ promieni balonu, ktérego objetosé wynosi 1 litr.

(g) Znajdz promieni balonu, ktérego powierzchnia wynosi 10cm?.

Zadanie 7. Rozmiar komorki. Rozwaz komorke w ksztalcie cienkiego walca o dlugosci L i pro-
mieniu podstawy r. Zakladamy, ze komodrka wchlania sktadniki odzywcze za posrednictwem po-
wierzchni z szybkoscia k1.5 i zuzywa sktadniki odzywcze z szybkoscia ko V', gdzie S, V' to powierzch-

nia i objetos$é¢ cylindra. Tutaj przyjmujemy, ze k; = 12uM pwm ™2 na minute i ko = 2uM pm =3 na
minute.

(a) Wykorzystaj fakt, ze cylinder (bez zaslepek) ma pole powierzchni S = 27rL i objetos¢ V =
7r2L, aby okredli¢ promien komoérki taki, ze tempo konsumpcji dokladnie réwnowazy tempo
wchlaniania.

(b) Czego oczekujesz, w przypadku komorki o wiekszym lub mniejszym rozmiarze promienia?

(¢) Jak dlugosé cylindra wplywa na réwnowage sktadnikéw odzywezych?

Zadanie 8. Relacja allometryczna. Wlasnoéci zwierzat sa czesto powiazane z ich fizycznym
rozmiarem lub masa. Na przyklad tempo metabolizmu zwierzecia (R), a jego tetno (P) moze byé
zwigzane z jego masa ciata m wedlug przyblizonych wzoréw R = Amb i P = Cm?, gdzie A, C, b
oraz d sa dodatnimi stalymi. Takie relacje nazywane sa relacjami allometrycznymi.

(a) Skorzystaj z tych wzoréw, aby okresli¢ zwiazek pomiedzy metabolizmem i tetnem.

(b) W podobny sposéb mozna powiazaé objetosc V = (4/3)7r3 i pole powierzchni S = 4772 kuli.
Wyeliminuj r i wyznacz odpowiedni zwiazek migedzy objetoscia a powierzchnia dla kuli.

Zadanie 9. Kinetyka Michaelisa-Mentena. Rozwaz kinetyke Michaelisa-Mentena gdzie szyb-
ko$¢ reakcji katalizowanej enzymatycznie jest wyrazona wzorem

v(x) = Kx/(kn + x), gdzie x oznacza stezenie substratu.

(a) Wyjasnij stwierdzenie, ze ”gdy x jest duze, wystepuje pozioma asymptota” i znajdz poziom
do ktérego zmierzaja wartosci v(x), gdy x roénie.

(b) Okresl predkosé reakcji, gdy © = k, 1 wyjasnij, dlaczego stata k, jest czasami nazywana
stezeniem ”polmaksymalnym”.

Zadanie 10. Lawica ryb. Wedlug biologa Bredera (C.M. Breder. Structure of a fish school. Bull.
Amer. Mus. Nat. Hist., 98:1-27, 1951.)! | dwie ryby w lawicy wola trzymaé sie w okreslonej odle-
glodci od siebie. Breder zasugerowal, ze ryby, ktore sa oddalone od siebie o x, sa przyciagane do
siebie sita Fa(z) = A/xz* i odpychane od siebie przez druga sile Fr(x) = R/xz", aby nie zblizy¢
sie zbytnio. Wyznaczy! preferowana odleglo$¢ odstepu (nazywana réwniez odleglosciq indywidual-
ng) okreslajac warto$é¢ x, przy ktérej odpychanie i przyciaganie dokladnie sie réwnowaza. Znajdz
indywidualna odleglos¢ w kategoriach wielkosci A, R, a i r zakladajac, ze sa to dodatnie stale.
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