Zadania i problemy do wykladu Matematyka dla specjalnosci GiBE
(ZESTAW NR 2)

ZADANIA

Zadanie 1. (Podgrzewanie mleka). Rozwaz dane zebrane dla podgrzewania mleka w tabeli 1 i
rysunek 1.

Tablica 1. Podgrzewanie mleka.

Czas (min) Temperatura (°C)

0 6,833
0,5 16,111
1,0 25,000
1,5 33,333
2,0 42,222
2,5 50,000
3,0 57,389
3,5 65,111
4,0 72,167
4,5 79,000
5,0 85,556
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Rysunek 1: Wykres funkcji temperatury mleka w zaleznosci od czasu.

(a) Oszacuj nachylenie i punkt przeciecia osi OY dla prostej pokazanej na rysunek i uzyj tych
informacji, aby napisa¢ réwnanie tej prostej. Zgodnie z tym przyblizeniem, jaka jest $rednia
zmiana temperatury w pokazanym przedziale 5 min?

(b) Znajdz pare punktéw taka, ze Srednia zmiana temperatura jest nizsza niz Twoj wynik w czesci

(a).

(¢) Znajdz pare punktéw taka, ze srednia szybko$é zmian temperatura jest wyzsza niz Twoj wynik
w czedel (a).



(d) Mleko gotuje sie¢ w temperaturze 100 °C, a przepis na jogurt wymaga unikania tak wysokiej
temperatury. Wykorzystaj swoja wiedze, aby wyjasni¢ dlaczego dane dotyczace podgrzewania
mleka nie sa w rzeczywistosci liniowe.

Zadanie 2. Tabela 2 przedstawia niektére dane dotyczace chlodzenia mleka, ktére zostaly wyko-
rzystane do sporzadzenia wykresu na rysunku 2.

Tablica 2. Schladzanie mleka.

Czas (min) Temperatura (°C)

0 87,778
2,0 80,000
4,0 73,667
6,0 68,556
8,0 64,444
10,0 60,500
14,0 55,000
18,0 50,556
22,0 46,667
26,0 44,000
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Rysunek 2: Wykresy funkcji temperatury mleka w zaleznosci od czasu.

Odpowiedzie¢ na nastepujace pytania.
(a) Uzyj danych z tabeli, aby okresli¢ $rednig szybko$é¢ zmian temperatury przez pierwsze 10 min.

(b) Obliczy¢ érednia szybkosé zmian temperatury w przedziatach 0 < ¢ < 2,0<t<110<t<
0,5.

(¢) Ktéry z Twoich wynikéw z punktu (b) bylby najblizszy ”chwilowej” szybkos$é zmian tempera-

tury przy t = 07

Zadanie 3. (Spadajaca pitka). Pilka jest upuszczana z wysokosci Yy = 490 metréw powyzej
Ziemia. Wiadomo, ze jej wysokosé, Y, w chwili ¢ jest opisana zaleznoscig

1
Y(t) =Y - §9t27 gdzie g = 9,8m/32.

(a) ZnajdZ $rednia predkos$é spadajacej pitki pomiedzy t = 1 a t = 2 sekundy.



(b) ZnajdZ $rednia predkosé miedzy t a t 4 € sekundy, gdzie 0 < € < 1 to niewielki przyrost czasu
(zakladamy, ze pilka jest ciagle w powietrzu w tym przedziale czasowym).

(c) Okreslenie czasu, w ktorym pitka uderza o ziemie.

Zadanie 4. (Srednia predkoéé¢ tunczyka). Znajdz érednia predkosé Tunczyka numer 1 na
kazdym z przedzialéw czasowych podanych w tabeli 3, czyli dla 0 <t <5, 5 <t < 10 itp.

Tablica 3. Dane dotyczace obserwacji tunnczyka blekitnopletwego.

Czas (godziny) Odlegloéé Tunczyka 1 (km) Odlegtosé Tunczyka 2 (km)

0 0 0

5 29 32
10 o1 55
15 78 80
20 140 111
25 160 125
30 182 150
35 180 180

Zadanie 5. (Wzrost populacji ludzkiej). Tabela 4 zawiera dane dla populacji ludzkiej (w
miliardach) w zarejestrowanej historii (z niektérymi szacunkami gdy dane nie byly bezposrednio
dostepne).

Tablica 6. Dane dotyczace liczebnosci populacji ludzkiej od AD 1 do AD 2020.

Rok  Populacja w (miliardach)

1 0,20
1000 0,28
1500 0,45
1650 0,50
1750 0,70
1804 1,00
1850 1,20
1900 1,60
1927 2,00
1950 2,55
1960 3,00
1980 4,50
1087 5,00
1999 6,00
2011 7,00
2020 7,70

(a) Wykredl liczebno$é populacji ludzkiej (w miliardach) w funkcji czasu (w latach) przy uzyciu
wybranego oprogramowania graficznego.

(b) Okresli¢ $rednie tempo zmian liczebnosci populacji ludzkiej w kolejnych przedzialach czasu.

(¢) Wykresl érednie tempo zmian w funkcji czasu (w latach) i okresl w jakim przedziale czasu to
srednie tempo zmian bylo najwigksze.

(d) W jakim okresie (tj. przedziale czasu) populacja rosta najszybciej?



Zadanie 6. (Srednia predkos$é¢ w chwili t). Pitka jest wyrzucana ze szczytu budynku o wyso-
kosci Yy. Wysokosé pitki w czasie t jest podana przez

1
Y(t) = Yo + vot — 597527

gdzie Yy, vg i g sa dodatnimi stalymi. Znajdz srednia predkosé pitki dla przedziatu czasu 0 <t < 1
przy zatozeniu, ze znajduje sie w powietrzu podczas catego czasu w tym przedziale. Przestaw swoja
odpowiedz w terminach statych modelu.

Zadanie 7. (Srednia szybko$é zmian). Pewna funkcja przyjmuje wartosci podane w Tabeli 5.

Tablica 5. Wartosci funkcji.

t 0 05 10 15 20
f(t) 0 1 0 -1 0

Zmajdz $rednia szybko$¢ zmian funkcji w nastepujacych przedziatach czasu.
(a) 0<t<0.5,
(b) 0<t< 1.0,
(c) <0,5t < 1.5,
(d) <1,0t<2.0.
Zadanie 8. (Srednia szybko$é zmian). Znajdz érednia szybko$¢ zmian dla kazdej z nastepuja-
cych funkcji w zadanym przedziale.
(a) y=f(x) =3z —2,0od x=3,3doxz=3,5.
(b) y = f(x) = 22 + 4z, na przedziale [0, 7, 0, 85].
4

(c¢) y=—2, gdy « zmienia sie od 0,75 do 0, 5.

€T

Zadanie 9. (Sieczne i styczne). Niech y = f(z) = 1 + 2. Rozwazmy punkt (1, 2) na wykresie
tej funkcji oraz jaki§ punkt w jego poblizu, na przyktad punkt (1 + h, 1+ (1 + h)?).

(a) Znajdz nachylenie siecznej taczacej te dwa punkty.

(b) Nachylenie stycznej do wykresu funkcji y = f(x), w punkcie z jest réwne pochodnej f/(z). Po-
slugujac sie nachyleniem obliczonym w punkcie (a), okresli¢, jakie bedzie nachylenie stycznej
do krzywej w punkcie (1, 2).

(¢) ZnajdZ réwnanie stycznej przechodzacej przez punkt (1,2).

Zadanie 10. (Sieczne i styczne). Biorac pod uwage funkcje y = f(r) = 22 + 22 — 4,

(a) znajdz nachylenie siecznej taczacej punkty (4, f(4)) i (4+h, f(4+ h)) na wykresie tej funkcji,
gdzie h jest mala liczba dodatnia,

(b) znajdz nachylenie stycznej do krzywej w punkcie (4, f(4)).

Zadanie 11. (Srednia szybkoéé¢ zmian). Rozwazmy funkcje f(z) = 22 — 4z i punkt zo = 1.
(a) Naszkicuj wykres funkeji f.

(b) Znajdz $rednig szybko$¢ zmian w przedziatach [1,3], [-1,1], [1,1.1], [0.9,1] i [1 — h, 1], gdzie
h jest mala dodatnia liczba.

(c) Znajdz f'(1).



Zadanie 12. (Aproksymacja za pomoca stycznej). Niech y = f(z) = 22 — 2z + 3.

(a) ZnajdZ $rednia szybkos$é zmian w przedziale [2, 2 + h].

(b) Zmnajdz f'(2).

(c¢) Wykorzystujac tylko informacje z punktéw (a) i (b) oraz fakt, ze f(2) = 3, wyznacz przyblizona

warto$¢ y, gdy z = 1,99, bez obliczania wartosci funkeji f w punkcie z = 1,99.

Zadanie 13. (Srednia szybko$é zmian). W podanych przykladach podaj odpowiedZ w termi-
nach pierwiastkow kwadratowych i liczby 7. Nie obliczaj wyrazen. Zwrdc uwage, ze

~

sin(x) cos(z

talw) = cos(z)’ ctg(z) = in(x

~—

n

(a) Znajdz $rednig szybko$¢ zmian tg(x) w przedziale 0 < z < F.

(a) Znajdz $rednig szybko$¢ zmian ctg(x) w przedziale § < z <

wly

Zadanie 14. (Sieczne i styczne).
(a) Znajdz nachylenie siecznej wykresu funkcji y = 2 miedzy punktami z =11z = 2.

x

(b) Znajdz érednig szybko$¢ zmian y miedzy x = 1 i x = 1 + ¢, gdzie € > 0 to pewna dodatnia
stala.

(¢) Co dzieje sie gdy € — 07
(d) ZnajdZ réwnanie stycznej do krzywej y = % w punkcie z = 1.
Zadanie 15. (Predko$¢ i $rednia predkos$é). Dla kazdego z ponizszych ruchéw, gdzie s jest

mierzone w metrach, a ¢ jest mierzone w sekundach, znajdZ predkosé w chwili ¢ = 2 i $rednia
predkos¢ w zadanym przedziale.

(a) s(t) =3t +5 it zmienia si¢ od 2 do 3.

(b) s(t)=t>—-3t2ite[3,5].

(c) s(t)y=2t2+5t—-3itell,?2.

Zadanie 16. (Przy$pieszenie). Predkosé w chwili ¢, v(t), obiektu przymocowanego do sprezy-

ny jest zadana wzorem v = —Awsin(wt + §), gdzie A, @w oraz  sa stalymi. Wyznacz Srednia
zmiana predkosci ("przyspieszenia”) obiektu dla ¢ € [0, 2Z].

Zadanie 17. (Definicja pochodnej). Korzystajac z definicji pochodnej, oblicz pochodna funkeji

Krzysztof Topolski



