Zadania i problemy do wykladu Matematyka dla specjalnosci GiBE
(ZESTAW NR 4)

ZADANIA

Zadanie 1. (Pierwsze pochodne). Wyznacz pierwsza pochodna dla kazdej z ponizszych
funkcji.
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Zadanie 2. (Tempo wzrostu logistycznego). W rozwoju logistycznym tempo wzrostu po-
pulacji, R zalezy od wielkosci populacji N w nastepujacy sposédb:

N
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gdzie 7 i K sg dodatnimi stalymi. Znajdz tempo zmian wzrostu populacji w odniesieniu do
wielkosci populacji, to znaczy oblicz dR/dN.

Zadanie 3. ( Objeto$é, pole powierzchni i promien kuli). Objetosé i pole powierzchni

kuli zalezy od jej promienia:
4
V= §7rr3, S = 4mr?.

(a) Znajdz szybkosé zmian objetosci w odniesieniu do promienia i szybko$é zmiany pola po-
wierzchni w odniesieniu do promienia.

(b) Znajdz szybkosé¢ zmiany stosunku powierzchni do objetosci S/V w stosunku do promienia.



Zadanie 4. (Pochodna objetosci w odniesieniu do powierzchni). Rozwazamy objetos¢ i
pole powierzchni kuli.

(a) Wyeliminowaé¢ promien i wyrazi¢ V jako funkcje S.

(b) Znajdz tempo zmian objetosci w odniesieniu do powierzchni.

Zadanie 5. ( Rosnaca kolonia kolista). Kolonia bakterii ma ksztalt kola o promieniu r(¢) =
2+41/2, gdzie t jest czasem w godzinach i r jest w milimetrach. Wyraz powierzchnie kolonii jako
funkcje czasu a nastepnie okresl tempo zmian obszaru w chwili ¢ = 2.

Zadanie 6. (Szybko$§¢ zmian energii podczas zerowania). Kiedy pszczola szuka nektaru
w kepie kwiatow, nabiera energii. Zalézmy, ze ilo$¢ energii uzyskanej podczas zerowania przez

czas t wynosi
Bt

gdzie £, k>0 sa stalymi.

(a) Jesli pszczota pozostaje w kepie kwiatéw przez bardzo dlugi czas, ile energii moze zyskaé?

(b) Uzyj reguly ilorazu, aby obliczy¢ tempo przyrostu energii podczas zerowania w kepie kwia-
tow.

Zadanie 7. (Stosunek liczebno$ci dwéch gatunkéw). W pewnym jeziorze, zmiany liczeb-
nosci populacji dwéch zyjacych tam gatunkéw sa proporcjonalne do ich liczebnosci. Tak wiec
jesli Ni(t) i No(t) opisuja odpowiednio liczebnoéci pierwszej i drugiej populacji w chwili ¢ to
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gdzie k1 1 ko sa stalymi. ZnajdZ tempo zmiany, stosunku ich liczebnosci (N1/Na), w czasie

%. Odpowiedz powinna by¢ wyrazona w terminach k1, ko oraz Nj/Ns.

Zadanie 8. ( Gatunki inwazyjne i zréwnowazony rozwdj). Gatunek inwazyjny to taki,
ktory moze konkurowaé i rosnaé szybciej niz gatunki rodzime i w efekcie wypiera je z ekosystemu
i go przejmuje. Wez pod uwage system dwoch gatunkéw zyjacych w tym samym jeziorze z
poprzedniego zadania. Zalézmy, ze poczatkowo stosunek liczebnosci N7 rodzimego gatunku to
liczebnoéci gatunku inwazyjnego Ny jest bardzo duzy. Przy jakich warunek na state ki, i ko
stosunek ten bedzie sie zmieszal wraz z uplywem czasu tj. czy gatunek inwazyjny przejmuj
kontrole nad ekosystemem jeziora?

Zadanie 9. (Rézniczkowanie numeryczne). Rozwaz funkcje
y(zr) =523, 0<z<1.

(a) Uzyj arkusza kalkulacyjnego (lub swojego ulubionego oprogramowania), aby obliczy¢ przy-
blizenie pochodnej tej funkcji na zadanym przedziale dla Ax = 0,25 i poréwnaj otrzymany
wynik z prawdziwa pochodna. Skomentuj wynik.

(b) Ponownie obliczy¢ przyblizenie pochodnej alt tym razem przy uzyciu Az = 0, 05. Skomentuj
otrzymane w obu punktach przyblizenia.



Zadanie 10. (Funkcje pierwotne). ZnajdZ funkcje pierwotne nastepujacych funkcji, czyli
znalezé postaé funkeji y(¢).

() ¥'(t) =t*+3t2 -t + 3.
(b) ¥'(z) =~z + V2.
(c) ¥'(z) = |z|

Zadanie 11. (Ruch czastki). Predko$é poruszajacej sie czastki jest opisana funkcja
v(t) = A— Bt?, gdzie A, B>0 sa stalycmi.
(a) Wyznacz przyspieszenie a(t).
(b) Zal6ézmy, ze poczatkowa pozycja czastki to y(0) = 0. Oblicz pozycje czastki w chwili ¢.
(¢) Po jakim czasie czastka powréci do polozenia poczatkowego?
(d) W jakim momencie czastka jest najbardziej oddalona od polozenia poczatkowego?
(e) Jaka jest najwicksza predkos$é czastki?

Zadanie 12. (Pilka wyrzucona z wiezy). Z wiezy o wysokosci hg wyrzucana jest pitka. Pitka
spadajac swobodnie w polu grawitacyjnym Ziemi znajduje si¢ pitki w chwili ¢ na wysokosci rownej

1
h(t) = ho + vot — 5glt2

Zakladamy, ze hg, vg, sa dodatnimi stalymi a g oznacza przyspieszenia ziemskie.
(a) Kiedy pitka osiaga najwyzszy punkt?
(b) Jak wysoko jest w tym momencie?

(c) Jaka jest chwilowa predko$é pitki w jej najwyzszym punkcie?

PROBLEMY Z WYKELADU

Problem 1. (Dynamika aktyny w komorce).

Aktyna jest biatkiem strukturalnym, ktore tworzy diugie widkna i sieci w Zywych komdrkach.
Sie¢ aktynowa jest nieustannie formowana przez lgczenie malych komponentéw (monomerow
aktyny) i demontowana ponownie. Aby zbadaé ten proces, naukowcy dolgczajq fluorescencyjne
markery do aktyny i obserwujq, jak intensywnosé fluorescencyi zmienia sie w czasie. W w jednym
eksperymencie zastosowano zaréwno czerwone, jak i zielone znaczniki fluorescencyjne. Zielony
znacznik fluoryzuje dopiero po aktywacji impulsem Swiatla, natomiast czerwony znacznik jest
stale aktywny. Stwierdzono, Ze intensywnosci czerwonej i zielonej fluorescencji (R, G) spetniajg
nastepujgcy zwigzek:

dR dG
— =(a—bR, — =-bG,
g~ @V
gdzie a, b sq stalymi, ktére charakteryzujq szybko$é montazu i demontazu ("rozpadu”) aktyny.
R
Pokaz, Ze pochodna, % moze byé wyrazona w terminach stosunku g



Problem 2. (Pochodna funkcji Bevertona-Holta). Model Bevertona-Holta dla wzrostu
populacyi ryb zostal omowiony w jednym z poprzednich wyktadow. Funkcja ta wigie wielkosé
populacyi Tyb w obecnym roku, y, do wielkosci populacji ryb w roku poprzednim, x, i ma postaé

X

y:f($):klm

(g9dzie uproscilismy zapis, przyjmujac, © = Ng, y = Ni). Jak wrazliwa jest tegoroczna popu-
lacja na niewielkie zmiany w liczebno$ci zeszlorocznej populacji? Oblicz pochodng dy/dz, aby
odpowiedziec na to pytanie.

Problem 3. (Jak przeécignaé geparda).!

Gepard, moze pobiec z duzqg szybkoscig maksymalng v, ale musi zwolni¢ po pewnym czasie biegu
z maksymalna szybkoscig, aby przegrzania organizmu. Zatozimy, Ze gepard biegnie z swoja mak-
symalng szybko$cig w momencie gdy dzieli go odlegto$¢ d od uciekajgcej gazeli zaczyna zwalniaé
i zaczyna porusza sie ruchem jednostajnie opdznionym z przyspieszeniem réownym a = —a.. Ga-
zela porusza sig z mniejszq szybkoscig niz gepard, vy, ale jest w stanie utrzymac ta szybkosé przez
znacznie diuzszy czas.

(a) Kiedy gepard dogoni gazele?

(b) Czy jest taka odleglo$é, dpin, dzielgca zwalniajgcego geparda i uciekajgcq gazele przy ktorej
gazela nie zostanie ztapana?

Zakladamy, zZe gepard jest w stanie biec z maksymalna szybkoScig przez czas t. zanim zacznie
zwalniaé, a gazela zaczyna uciekaé w momencie kiedy gepard podejmuje poscig.

(c) Oblicz w jakiej minimalnej odleglosci od podejmugjgcego poscig geparda moze sie znajdowad
gazela 1 byé w stanie uciec gepardowi.

Krzysztof Topolski

Mustracje strategii polowania geparda oraz reakcja gazeli na poscig ilustruje fragment filmu
https://youtu.be/5hwkbdmUijg?t=76



