Zadania i problemy do wykladu Matematyka dla specjalnosci GiBE
(ZESTAW NR 6)

ZADANIA

Zadanie 1. (Rézniczkowanie funkcji ztozonej). Wyznacz pochodne nastepujacych funkcji:
(a) y = f(z) = (z +5)°,

(b) y = f(z) = 4(z® + 5z — 1)%,

(c) y = flz) = (Vo +22)°.

Zadanie 2. (Wzrost komoérki). Rozwaz wzrost komorki kulistego ksztaltu. Zakladamy, ze
promien komorki stale rosnie z szybkoscig £ > 0 na jednostke czasu.

(a) W jakim tempie zwigksza sie objetosé¢ komérki V7
((b) W jakim tempie zwieksza sie powierzchnia S?7
(c) W jakim tempie zmienia sie stosunek pola powierzchni do objetosci S/V'?

(d) Czy stosunek S/V wzrosnie czy zmniejszy sie w miare wzrostu komérki?

Zadanie 3. (Wzrost okraglej kolonii grzybéw). Kolonia grzybdéw, zaczynajaca sie od po-
jedynczego zarodnika, roénie na plaskiej powierzchni. Ksztalt krawedzi kolonii jest okragly, a
poczatkowe miejsce zarodnika znajduje sie w Srodku kota. Zalézmy, ze promien kolonii rosnie ze
stala szybkoscia C na jednostke czasu.

(a) W jakim tempie zmienia sie obszar zajmowany przez kolonie?

(b) Biomasa kolonii jest proporcjonalna do zajmowanego przez nia obszaru. Niech a bedzie
czynnikiem proporcjonalnoéci. W jakim tempie rosnie biomasa?

Zadanie 4. (Prawo Boyle’a). W chemii prawo Boyle’a opisuje zachowanie gazu doskonalego.
Prawo to wiaze objetos¢ V' zajmowana przez gaz, z jego temperatura T i ciSnieniem P, w
nastepujacy sposob:

PV =nRT,

gdzie n, R sa dodatnimi statymi.

(a) Zal6zmy, ze ci$nienie jest utrzymywane na stalym poziomie, umozliwiajac gazowi rozsze-
rzanie si¢ wraz ze wzrostem jego temperatury. Okresl tempo zmian objetosci w stosunku
do szybkosci zmiany temperatury.

(b) Zal6zmy, ze temperatura jest stala, a ciSnienie jest stopniowo zmniejszane. Powiazaé tempo
zmian objetosci z szybko$cia zmiany ci$nienia.



Zadanie 5. (Wzrost pnia drzewa). Rozwazmy cylindryczny pien drzewa o promieniu R. Zywe
komork: zagmujg tylko cienkq powloke, grubosci d, zaraz za korg drzewa. Wnetrze pnia skiada
sie z martwych komorek, ktére zamienily sie w drewno.
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Rysunek 1: Cienka skorupa zywej tkanki (lyko) otacza martwa drewniana cze$¢ pnia drzewa (ksylem).
Utamek F z zywa tkanka zmienia sie wraz ze wzrostem drzewa.

(a) Jaki utamek, F', objetosci pnia stanowi Zywa tkanka?

(b) Jak zmienia sie ulamek F wraz z rozwojem drzewa? Zakladamy, Ze promieni pnia ro$nie w
statym tempie, a grubo$é d zZywej tkanki nie zmienia sie?

(c) Oblicz szybkosé zmiany F w chwili, gdy promien jest 5 razy wickszy od grubosci d.

Wskazoéwka.

e Zaldz, ze drewniane wnetrze jest cylindryczne, podobnie jak pien. Wyznacz objeto$é¢ po-
wloki zywej tkanki poprzez odjecie objetosci tych dwdéch cylindréw i wyznacz F.

e Oblicz pochodna dF'/dt. Zanim zaczniesz obliczyé pochodna pamietaj aby najpierw upro-
$ci¢ rézniczkowane wyrazenie.
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Rysunek 2: Promieni pnia to R natomiast grubo$é¢ lyka (zywa cze$é pnia) jest réwna d. Zakladamy
cylindryczna geometri¢ pnia. F' = ulamek objetosci cienkiego fragmentu pnia, cylindryczna powloka
zanaczona kolorem zielonym.



Zadanie 6. (Rozwdj koniczyn). Podczas wezesnego rozwoju konczyna plodu zwigksza swoj
rozmiar, ale zachowuje swoje proporcje. Zalézmy, ze konczyna jest w przyblizeniu okraglym
walcem o promieniu podstawy r i dlugosci [ i proporcji
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gdzie C' jest dodatnig stala. Nalezy zauwazy¢, ze w poczatkowej fazie wzrostu, promien rosnie
w przyblizeniu ze stala szybkoscia, tj.
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W jakim tempie zmienia sie w tym czasie masa konczyny?

a.

Uwaga. Przyjmij, e gestosé konczyny wynosi 1[g/ em3).

Zadanie 7. (Zbiornik w ksztalcie stozka I). Woda wycieka ze stala predkoscia ze zbiornika
w ksztalcie odwréconego stozka o wysokoéci H i promieniu podstawy R.
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Rysunek 3: Geometria stozkowego zbiornika o (stalej) wysokosci H i (stalym) promieniu R. Powierzchnia
wody jest oznaczona linia przerywana. Woda zajmuje objetos¢ stozka o wysokosci h(t) i promieniu r(t).
Obie te wielkosci maleja, gdy wycieka ze zbiornika woda.

Znajdz tempo zmiany wysokosci wody w zbiorniku w momencie gdy jest w pelni napelniony.
Zakladamy, ze objetos¢ wody w zbiorniku zmniejsza sie ze stala szybkoécia, k.

Zadanie 8. (Zbiornik w ksztalcie stozka II). Rozpatrzmy zbiornik opisany w zadaniu
7. Zbiornik ma wysoko$¢ 6 [m], a promien jego podstawy 2[m]|. Woda wplywa do zbiornika z
szybkoscia 0, 5m? /min.

(a) Jak szybko zwigksza sie promien powierzchni wody, gdy gleboko$¢ wody wynosi 1 [m]?

(b) Jak szybko podnosi si¢ powierzchnia wody gdy glteboko$¢ wody wynosi 1 m?

Zadanie 9. (Zbiornik w ksztalcie stozka IIT). Rozpatrzmy zbiornik opisany w zadaniu
8. Woda wycieka ze zbiornika w iloéci 0,1[m?/min] i jednoczesnie jest pompowana od géry
ze staly predkoécia k [m?/min]. Wyznacz wartosé stalej k, jedli poziom wody ros$nie w tempie
0,2 [m /min|, gdy wysokos¢ wody wynosi 2 [m].



Zadanie 10. (Rozprzestrzenianie sie populacji). W 1905 roku czeski rolnik przypadkowo
pozwolil kilku pizmakom amerykanskim (Ondatra zibethicus) uciec z niewoli. Populacja rosta
i rozprzestrzeniala sie, zajmujac coraz wigksze obszary Europy. W klasycznej pracy z ekologii
Skellama (1951),' wykazal, ze pierwiastek kwadratowy zajmowanego przez populacje obszaru
wzrastal w czasie ze stala szybkoscia, k. Okresl szybko$¢ zmiany odleglosci (od miejsca uwolnie-
nia) z jaka rozprzestrzenily sie pizmaki. Mozna zalozyé, ze rozszerzajacy sie obszar zajmowany
przez populacje pizmakdéw jest okragty.

Rysunek 4: Pizmak amerykanski. https://www.livescience.com/57668-muskrat-facts.html

1J. G. Skellem, RANDOM DISPERSAL IN THEORETICAL POPULATIONS Biometrika, Volume 38, Issue
1-2, June 1951, Pages 196-218, https://doi.org/10.1093/biomet/38.1-2.196
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