Zadania i problemy do wykladu Matematyka dla specjalnosci GiBE
(ZESTAW NR 7)

ZADANIA

Zadanie 1. (Zera, lokalne minima i maksima). Miejsce zerowe funkcji f(x) to punkt xg,
dla ktérego f(xo) = 0.

(a) Znajdz miejsca zerowe, lokalne maksima i minima wielomianu y = f(x) = 2° — 3z
(b) Znajdz lokalne minima i maksima wielomianu y = f(x) = (2/3)23 — 322 + 4x.

(c) Okreslié, ktéry z wielomianéw podanych w podpunktach (a) i (b) ma punkt przegiecia.

Zadanie 2. (Klasyfikacja punktéw krytycznych). Wyznacz punkty krytyczne, miejsca ze-
rowe i punkty przegiecia funkcji y = f(x) = 23 — ax. Nastepnie sklasyfikuj typy wyznaczonych
punktéw krytycznych.

Zadanie 3. (Maksimum i minimum globalne). Wyznacz absolutne maksimum i minimalne
na zadanym przedziale:

(a) y = 222, na przedziale [—3, 3],
(b) y = (z — 5)%, na przedziale [0, 6],
(c) y = 2% —x — 6, na przedziale [1, 3],

(d) y =1+ 2, na przedziale [—4, —3].

Zadanie 4. (Lokalne i globalne ekstrema). Funkcja f(x) ma pochodna f’(x) = 222 — 3x.
(a) Wyznacz obszary, w ktérych funkcja f(z) rosnie lub maleje?
(b) Wyznacz lokalne maksima lub minima.

(c) Cgzy istnieje globalna wartos¢ maksymalna lub minimalna dla tej funkcji?

Zadanie 5. (Punkty krytyczne paraboli). Wyznacz wartosci parametréw a, b i ¢, dla ktérych
parabola y = ax? +bx + ¢ jest styczna do prostej y = —2z+ 3 w punkcie o wspoéhrzednych (2, —1)
i ma punkt krytyczny dla x = 3.

Zadanie 6. (Studnie potencjatu). W fizyce funkcja
f(z) =2t — 222,

nosi nazwe podwdjnej studni potencjatu. Fizycy kwantowi lubig o tym mysle¢ jak o ”krajobrazie”
ze wzgorzami i dolinami, w ktérym porusza sie czastka. Wyobraz sobie toczaca sie pitke wzdluz
takiego krajobrazu. Pod wplywem sil tarcia pitka w koncu zatrzymuje sie. Naszkicuj postaé
tak opisanego krajobrazu i wykorzystujac informacje o pochodnych funkcji f(z), opisujacej ten
krajobraz, sprobuj przewidzie¢, gdzie mozna znalezé pitke gdy sie zatrzyma.



Zadanie 7. (Funkcja wypuktla). Wyznacz pierwsza i druga pochodna funkcji

3
1= 22

y = f(x)

Skorzystaj z informacji o pochodnych, aby okresli¢ lokalne maksima i minima, regiony, w ktérych
krzywa jest wklesta lub wypukla oraz punkty przegiecia.

Zadanie 8. (Klasyfikacja punktéw krytycznych). Wyznacz wszystkie punkty krytyczne
punkty funkcji

y = f(x) = 22> + 3az® — 12a%z + 1,
i okresli¢, jakiego rodzaju jest kazdy z wyznaczonych punktéow krytycznych. Mozesz zalozy¢ ze

stala a > 0.

Zadanie 9. (Kurczenie si¢ mieénia). W 1938 roku Av Hill zaproponowal model matema-
tyczny opisujacy szybkoéé kurczenia sie miesnia ! | v [em/s], podczas pracy przeciw obcigzeniu
plg]. Jego tak zwana krzywa sila-predkosc jest dana przez zwiazek

(p+a)v = b(po —p),
gdzie a, b, pg sa dodatnimi stalymi.

(a) Naszkicuj predkos$é skracania w funkcji obciazenia, tj. v jako funkcje p.

(b) Wyznacz tempo zmiany predkosci skracania w odniesieniu do obciazenie, czyli obliczyé
dv/dp.
(c) Jakie jest najwieksze obciazenie, przy ktérym miesien kurczy sie?

Wskazéwka. Kurczqcy sie miesiert ma dodatnig predkosé skracania, podczas gdy miesien
z bardzo duZym obcigzeniem raczej sie rozcigga niz kurczy, tj. ma ujemng wartosé v.

Zadanie 10. (Kinetyka reakcji). Chemicy czesto opisuja szybko$é nasycenia reakcji chemicz-
nej z uzyciem kinetyki Michaelisa-Menten, R,,, lub kinetyki opisanej funkcja sigmoidalna, R;.
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gdzie c jest stezeniem reagenta, K > 0, k, > 0 to stale. R;(c), i = m, s opisuje szybko$¢ reakcji
przebiegajacej przy stezeniu reagenta wynoszacym c.

(a) Naszkicuj dwie krzywe. Aby to zrobi¢, powiniene$ przeanalizowaé zachowanie dla ¢ = 0, dla
maltego ¢ i dla bardzo duzego c¢. Znajdziesz poziomg asymptote w obu przypadkach. Od-
nosimy si¢ do tej asymptoty jako "maksymalna predkos¢ reakcji”. Jaka jest ”maksymalna
predkoéé reakcja” dla kazdej z funkcji R,,, Rs?

Uwaga. WyraZ swojg odpowiedZ za pomocg statych K, k,.

(b) Pokaz, ze dla stezenia ¢ = k,, reakcja przebiega z polowa swojej maksymalnej szybkosci.
W przypadku ponizszych pytan mozesz zalozyé, ze K =11k, = 1.

(¢) Pokaz, ze kinetyka sigmoidalna, ale nie kinetyka Michaelisa-Mentena ma punkt przegiecia.

(d) Wyjasnij, jak zmienilyby sie te krzywe, gdyby wartos¢ K wzrosla; jesli warto$é k,, wzrosnie

! Artykut Archibalda Viviana Hilla, ”The heat of shortening and the dynamic constants of muscle”, jest do-
stepny pod adresem: https://royalsocietypublishing.org/doi/pdf/10.1098 /rspb.1938.0050



