Zadania i problemy do wykladu Matematyka dla specjalnosci GiBE
(ZESTAW NR 8)

ZADANIA

Zadanie 1. (Odleglo$é, predkosé i przyspieszenie). Tramwaj rusza w chwili ¢ = 0 i jezdzi
do konca swojej trasy i z powrotem. Jego odleglo$é od miejsca startu w chwili ¢ mozna w
przyblizeniu opisaé¢ przez funkcje

S(t) = 4t3(10 — t),

gdzie czas t mierzymy w minutach, 0 < ¢ < 10, a S to odleglos¢ w metrach.

(a) Wyznacz predkosé tramwaju jako funkcje czasu.

(b) Kiedy tramwaj porusza sie z najwieksza predkoscia?

(c) W jakim momencie dojezdza do punktu najbardziej oddalonego od miejsca startu?

(d) Naszkicuj przyspieszenie, predko$¢ oraz polozenie tramwaju na tym samym ukladzie wspol-
rzednych.

Zadanie 2. (Wzrost sktadnikéw odzywczych w komoérce cylindrycznej). Rozwaz diuga,
chuda komoérke w ksztalcie walca o promieniu r i statej dtugoséci L. Objetosé i pole powierzchni
takiej komérki (pomijajac koncéwki) to V = 7r?L = K i S = 27rL. Przyjmujemy, ze wzrost net-
to sktadnikéw pokarmowych N (r) jest réznica miedzy wchlanianiem, ktére jest proporcjonalnym
do powierzchni S i konsumpcja, ktéra jest proporcjonalna do objetosci V.

(a) Wyznacz szybko$é wzrostu netto sktadnikéw pokarmowych jako funkcji .

(b) Znajdz promien cylindrycznej komorki, ktéry maksymalizuje N (7).

Zadanie 3. (Minimalna odleglo$é¢). ZnajdZ minimalng odleglto$¢ od punktu na dodatniej
czesci 0 OX, (a, 0) do paraboli y? = 8z.

Zadanie 3. (Najwiekszy ogrdod). Budujesz ogrodzenie, aby catkowicie ogrodzi¢ czesé Twojego
ogrodu na warzywniak. Masz do dyspozycji material na ogrodzenie o dtugosci 100 [m]. Jaki jest
najwiekszy prostokatny obszar, ktory mozesz ogrodzi¢?

Zadanie 3. (Dwa ogrody). Do ogrodzenia dwéch ogrodéw masz do dyspozycji 100 [m] ogro-
dzenia. Jeden ogréd ma mieé okragly ksztalt, a drugi ksztalt kwadratowy. Okresl, jak nalezy
podzieli¢ ogrodzenie, aby suma powierzchni wewnatrz obu ogrodéw byta jak najwieksza.

Zadanie 4. (Woda i 16d. Dlaczego 16d unosi sie na wodzie? Poniewaz gestosé lodu jest nizsza
niz gestos¢ wody! W rzeczywistoéci woda jest jedyng powszechna cieczg, ktérej maksymalna ge-
stoé¢ wystepuje powyzej temperatury zamarzania. Ten fenomen sprzyja przetrwaniu organizméow
wodnych, zapobiegajac tworzeniu sie lodu na dnie jezior. Wedlug chemii fizycznej, masa wody,
ktora zajmuje jeden litr w temperaturze 0°C' zajmuje w temperaturze 7°C gdy 0 < T < 30
objetosé

V=—aT?+bT? —cT +1,

litow. Wartosci wspotczynnikow to
a=6,79%107% b=851x10"% ¢=6,42x107°.

Wyznacz temperature z zakresu od 0°C' do 30°C', przy ktorej gestos¢ woda jest najwieksza.



Zadanie 5. (Dawki lekéw). Reakcja R(z) organizmu pacjenta na lek w dawce wielkosci x
zalezy od rodzaju leku. Dla pewnego leku ustalono, ze zadawalajacy opis relacji ma reakcja i
dawka ma postac:

R(z) = Az*(B — 1),
gdzie A i B sa dodatnimi stalymi. Wrazliwo$¢ organizmu pacjenta na lek definiuje sie jako R/(z).
(a) Dla jakiej wartosci x reakcja na lek jest maksymalna i jaka jest warto$¢ maksymalnej reakeji?

(b) Dla jakiej wartosci x czulosé jest maksymalna? Jaka jest interpretacja maksymalnej czulo-
sci?

PROBLEMY

Problem 1. (Problem Keplera). W roku 1613 Kepler postanowil kupié¢ kilka beczek wina
na swoje $lubne przyjecie. Aby obliczyé¢ koszt, kupiec zanurza miernik przez otwér na szpunt,
jak pokazano na rysunku 1, i mierzy dlugosé¢ L "mokrej” czesci preta mierniczego. Koszt beczki
wina jest ustalony proporcjonalnie do L. Kepler zauwazyl, ze beczki maja rézne ksztalty. Nie-
ktore sg wysokie i chude, podczas gdy inne sa przysadziste i grube. Domy$lat sie, ze przy tej
samej wielkosci L beczki o réznych ksztattach zawieraja rowne ilosci wina. Znajac matematyke,
postanowil ustali¢ jaki ksztalt beczki bylby najbardziej dla niego korzystny.
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Rysunek 1: Tlustracja problemu Keplera dla Rysunek 2: Johannes Kepler w 1610 i jego epo-
cylindrycznej beczki o érednicy 2r i wysokosé kowe dzielo z astronomii.

h. Zatozylismy, ze wysoko$é otwér na szpunt to
h/2. Dlugo$é L oznacza "mokra’ cze$é preta
pomiarowego kupca, stuzaca do okreslenia ce-
ny.

Rozwiaz problem rozwazany przez Keplera gdy dla uproszczenia przyjmiemy, ze beczki maja
ksztalt walca.

Znajdz proporcje (wysoko$é: promien) walca, ktéry ma najwieksza objetosé przy zalozeniu stalej
dlugosci L (przerywany odcinek na rysunku 1). Przyjmujemy nastepujace zalozenia:

1. Beczka ma ksztalt walca.
2. Otwdr na szpunt znajduje sie w potowie wysokosci beczka.

3. Beczka jest pelna.



Problem 2. (Termoregulacja w roju pszczél). Zima pszczoly miodne czasami uciekaja z
ula i tworza ciasny réj na drzewie, gdzie, drzac, moga wytwarzaé cieplo i utrzymywaé tempera-
ture roju na wyzszym poziomie niz temperatura otoczenia.

Energia cieplna jest tracona przez powierzchni¢ roju w proporcjonalnym tempie do pola po-
wierzchni (k1S, gdzie k1 > 0 jest stala). Energia cieplna jest produkowana wewnatrz roju, w
tempie proporcjonalnym do masy roju (mozna przyjaé, ze masa jest réwna objetosci pomnozonej
przez stala). Zalézmy, ze produkcja ciepla jest réwna koV, gdzie k2 > 0 jest stala. Roje, ktére
nie sa wystarczajaco duze, moga traci¢ wiecej ciepta niz moga produkowac i niestety umieraja.
Tempo wyczerpywania sie ciepta to tempo strat minus tempo produkcji. Zatézmy, ze rdj jest
kulisty. Wyznacz rozmiar roju, dla ktérego tempo wyczerpywania sie ciepla jest najwieksze.

Problem 3. (Tempo przyrostu energii netto podczas zerowania i podrézy). Zwierzeta
zuzywaja energie na podrozowanie i zerowanie. W niektérych érodowiskach to wlasnie straty
energii na podréz do zerowiska i samo zerowanie stanowia znaczna czes¢ budzetu energetycznego.
W takich sytuacjach, sensownie jest zalozy¢, ze aby przetrwac, jednostka powinna optymalizowaé
tempo przyrostu energii netto, zdefiniowanej jako

Uzyskana energia netto _ Uzyskana energia - Energia utracona

Q) = — — = — .
Lgczny czas podrozy i Zerowania Lgczny czas podrozy i Zerowania

Zalbézmy, ze zwierze zuzywa w sumie p jednostek energii na jednostke czasu na kazdg czynnos$é

(zerowanie i podrézowanie). Zalézmy, ze zysk energii na zerowisku przez czas t jest okreslony

przez réwnanie:

Fraaxt

f(t) — max ,
k4t

gdzie Epqz, k > 0, sa stalymi. Wyznacz optymalny czas zerowania, czyli czas t, dla ktérego Q(t)
osigga warto$¢ maksymalng.

Problem 4. (Ekologia behawioralna). Zwierzeta spoleczne, ktére zyja w grupach, moga
spedzaé¢ mniej czasu na skanowanie w poszukiwaniu drapieznikéw niz samotne osobniki. Jednak,
tracg czas walczac z innymi cztonkami grupy o dostepne jedzenie. Istnieje pewna wielko$¢ grupy,
w ktorej korzysci netto sa najwieksze poniewaz zwierzeta spedzajg najmniej czasu na tych bez-
produktywnych czynnosciach - i dzieki temu moga spedzaé czas na odpoczynek, poszukiwanie
partneréw, wychowywanie potomstwa itp. Zalézmy, ze dla grupa o rozmiarze x, utamek czasu
poswiecany na skanowanie otoczenia w celu wykrycia zagrozenia jest réwny

1
(x+1)

S(x)=A4

natomiast utamek czasu spedzony na rywalizacji z innymi zwierzetami ze swojej grupy to
F(z) = B(z 4+ 1)?,

gdzie A, B to stale. Wyznacz wielko$é grupy, dla ktérej stracony czas na skanowanie i rywalizacje
jest najmniejszy.
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